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Cette classe contient la sous-classe des points singuliers algébrico-logarith- 
miques rencontrés dans l'étude des solutions analytiques des équations 
différentielles linéaires et homogènes du type de Fuchs. La fonction « déter- 
minante » est soumise à une transformation de Mellin prise sur un rayon 
issu du point singulier considéré et on étudie l’ensemble singulier de la 
fonction analytique transformée (la « génératrice »). Les résultats obtenus 
contiennent entre autres cas particuliers celui ou l’origine du rayon est 
point régulier pour la « déterminante »; la génératrice est alors entière et 
d'ordre à la Ritt égal à O dans toute demi-bande horizontale gauche du 
plan de sa variable. Inversement partant de la considération d’une fonction 
possédant un ensemble singulier convenablement précisé (par exemple se 
réduisant à des pôles en nombre fini dans un demi-plan) une transformation 
inverse de la précédente permet de retrouver le type de points singuliers 
étudiés. On peut ainsi mettre en évidence de nouvelles classes de points 
singuliers en considérant des fonctions génératrices dont les ensembles sin- 
guliers sont connus, en d’autres termes dans certains types de problèmes 
au lieu de caractériser un point singulier d’une fonction analytique par le 
comportement de cette fonction au voisinage de ce point il est plus intéressant 
de le caractériser par l’ensemble singulier de la transformée de cette fonction 
à l’aide d’une certaine fonctionnelle. L’auteur considère le plus souvent des 
fonctions définies par prolongement analytique de sommes de séries de 
Dirichlet générales et montre par des applications au problème de la compo- 
sition (au sens Hadamard-Mandelbrojt) des singularités des fonctions analy- 
tiques définies de cette manière l’intérét à la fois de la classe de points singu- 
liers étudiés et de l'outil utilisé. 


LES FORMES EXTÉRIEURES 
ET LA MÉCANIQUE DES MILIEUX CONTINUS 


par F. GALLISSOT. 


INTRODUCTION 


Dans le tome IV des Annales de l’Institut Fourier (1952) 
j'ai montré le parti qu’on peut tirer dans l’étude de la méca- 
nique des systèmes rigides, de l’existence d’une forme exté- 
rieure (2, de degré deux, de rang maximum sur une variété 
V,,.1 différentiable, de dimension 2n + 1, génératrice des 
équations du mouvement. Il est alors naturel de se poser la 
question : les équations de la mécanique des milieux continus 
possèdent-elles une forme extérieure génératrice et quel est 
son support topologique. 

Si l’on revient à la notion première de mouvement d’un 
milieu continu Galiléen à 3 dimensions (espace numérique ¢°) 
observons que ce mouvement n’est autre qu’une application 9 
de classe C’ (r > 2) de l’espace numérique R* (produit de l’es- 
pace numérique R? par la droite numérique t) dans pÿ. En rela- 
tivité comme le temps est lié au milieu, le mouvement d’un 
milieu continu relativiste sera une application de R# dans 0%. 
Plus généralement nous sommes conduits à envisager des 
applications © de classe C’ (r-applications) d’un espace R? 
dans un espace L", puis d’une variété (V,) dans une variété 
(W,) et à associer à ces applications la variété des jets du pre- 
mier ordre de M. Ehresmann J! (V,, W,). Nous démontrons 
que sur J'(V,, W,), E(E!, 25 ..., 8") e(W,),x(x', 2, .…, x?) e(V,), 

1 
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il existe une forme extérieure {2,,, de degré p + 1 dont les 
solutions du système extérieure associé U(X)Q,. — 0 satis- 
faisant de plus à d=? À V,— 0 [V, désigne la forme volume 
sur la variété (V,)| sont solutions d’un système d'équations 
aux dérivées partielles du premier ordre qui généralise celui 
d’Hamilton. Ce système est équivalent à un système d’équa- 
tions aux dérivées partielles linéaires du second ordre. Le sys- 
tème des équations d’Hamilton généralisées est déterminé dès 
qu’on se donne une forme de Pfaff w sur la variété JI(V,, W,) 
et une forme volume V, sur (V,). 

Pour les applications à la mécanique, tout revient à cons- 
truire la forme (,,, sur J'(V,, W,). Or à une mécanique est 
associé un groupe G qui opère sur (V,, W,) et par prolonge- 
ment sur J!(V,, W,). Le groupe G laissant invariantes les 
équations de la mécanique, la forme Q,,, doit être invariante 
par G. Cette propriété permet de préciser la forme extérieure 
correspondant au cas de la mécanique Galiléenne. Il est impor- 
tant de noter que les équations de la mécanique des systèmes 
indéformables découlent naturellement de la forme Q,_, 
sans l’intervention de postulats sur les forces intérieures : 
elles sont engendrées par une forme Q, de degré deux sur une 
variété de groupe de Lie de déplacements. 

L'intérêt de ce point de vue est de dégager le sens profond 
des théorèmes classiques de la mécanique, de suggérer des 
recherches nouvelles. Le seul inconvénient est qu’il faut à peu 
près tout refaire, c’est pourquoi cet article se borne à fixer le 
cadre dans lequel on peut opérer avec fruit. Des articles ulté- 
rieures préciseront les points nouveaux. 


CHAPITRE PREMIER 


LES FORMES DIFFÉRENTIELLES EXTÉRIEURES 
SUR J'(V,, W,) 


$ 2. — Notions sur les Jets. 


M. Ehresmann a montré (Congrés de Taormina 1951 et 
Colloque de Géométrie Différentielle de Strasbourg 1953) qu’à 
toute r-application d’une variété (V,) dans une variété (W,) 
on peut associer l’ensemble des jets J” (V,, W,) définie de la 
manière suivante : 

Soit © l'application d’un voisinage de xe V(,) dans (W,), x 
est la source de l'application, § = g(x)e(W,) en est le but. 
Considérons deux cartes locales admissibles g et y de (V,) 
et de (W,) telles que u et y appartenant respectivement aux 
espaces numériques R? et p" on ait: 


ue R?, = g(u), 
yep", = 9(x) = y(y)- 


La composition des applications suggérée par le diagramme 


conduit à envisager la restriction g de g à un voisinage U de u 
tel que l'application composée 9 = yiogog soit définie. 
On dit que ® est une r-application au point x lorsque Papplica- 
tion 9 de U dans $" admet dans un voisinage du point u des 
dérivées partielles continues de chaque espèce jusqu’à l’ordre 
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r par rapport aux coordonnées canoniques dans R?. Soit 
CV, W,) l’ensemble des applications (9, x) où 9 est une 
r-application au point 2. Deux éléments (9, 2), (92, x) de 
C(V,, W,) seront dits de même r-classe : 

10 si 9,(z) = ga), 

2° si le couple de cartes locales (g, y) associe à 9, et 9, deux 
applications ¢, et 9, dont les dérivées partielles de même espèce 
d'ordre <r prennent la même valeur au point u. 

Ces définitions sont indépendantes du couple de cartes 
locales (g, y) puisqu'il suffit de considérer un autre couple 
(g’, Y) recouvrant partiellement le premier. 


1. Définition d'un jet. — Un jet infinitésimal d’ordre r 
ou r-jet de (V,) dans (W,) est une r-classe de C{V,, W,) 


dont x est la source. j7€ désigne le r-jet Haare par le 


couple (&, x) e C2(V,, W,). L’ensemble des r-jets de (V,) dans 
(W,) de source x est noté J'(V,, W,). La réunion des J'(V,, W,) 


pour x décrivant V, est appelée variété des jets d’ordre r. 


LI, W,) = JV, W). 


rev, 


2. Ensemble des jets d'ordre 1:J+(V,, W,). — L’ensemble 
des jets d’ordre 1 J+(R’, p") est homéomorphe a la variété 
R?X Nin Xp" ànp+n+p dimensions dans laquelle un point 
a pour Sopra eanoniques:: 

(ons iehy daty igs Men tmglpe Soy Hin 16). deta4" désignant 

So 

les coordonnées dans 2”, les x’ les coordonnées dans R?, u? = = 

x 

la dérivée partielle de &° par rapport à +. Lorsqu'il s’agira 

de J'(V,, W,) l’ensemble précédent constitue un système de 
coordonnées locales de cette variété. 


3. Noyau des jets d'ordre 4. — Nous appellerons noyau 
de J'(R?, 9") noté N;, un élément de source 0 et de but 0, 
c’est-à-dire ayant pour np coordonnées canoniques (0, ..., 0; 
IE Sa re 

Pour donner une signification intrinsèque au noyau de l’en- 
semble des jets J1(V,, W,) nous ferons les remarques suivantes : 

a) Les éléments de ey W,) de source 0, ayant pour coor- 
données (0) ut, ..., u”, ’; ..., 6")-he sont autres que les vecteurs 
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tangents à (W,) dont l’ensemble est noté T(W,) T(W,) est 
un espace fibré de base (W,), de fibre R". 3 

Les éléments de J!(R?, W,) de source 0, de but £, ne sont 
autres que les éléments du produit de p exemplaires de l’es- 
pace tangent à (W,) au point &. 

J' -,(R, W,) est un espace fibré ayant pour base (W,) 
pour fibre R", on note cet espace T,(W,). Il existe une pro- 
jection canonique de J'(R?, W,) sur R’, ce qui suggère que 
J'(R?, W,) est une variété fibrée ayant pour base R’, pour 
fibre T,(W,) pour groupe structural GL(n), groupe linéaire 
et homogène de R". 

Si on considère J'(V,, W,) comme il existe une projection 
canonique A de J'(V,, W,) sur (V,), relativement à cette pro- 
jection A, J'(V,, W,) est un espace fibré, ayant pour base (V>); 
pour fibre T,(W,), pour groupe structural GL(n). 

b) Les éléments de J'(V,, ¢) de but 0 ne sont autres que les 
co-vecteurs tangents à (V,) dont l’ensemble est noté T"(V,). 
C’est un espace fibré de base (V,), de fibre R’®. Les éléments 
de J'(V,, 2") de but 0, de source x, ne sont autres que les 
éléments du produit de n exemplaires du dual de l’espace 
tangent à (V,) au point x. Ji_,(V,, 9”) est un espace fibré, 
ayant pour base (V,) pour fibre R?°, on note cet espace TV). 
Il existe une projection canonique de J'(V,, p") sur p”, ce 
qui suggère que J‘(V,, 9”) est une variété fibrée ayant pour 
base 9", pour fibre T;(V,), pour groupe structural GL(p), 
groupe linéaire et homogène de R?. 

Si on considère J'(V,, W,), comme il existe une projection 
canonique B de J'(V,, W,) sur (W,), relativement à cette 
projection B, J'(V,, W,) est un espace fibré ayant pour base 
(W,) pour fibre T;(V,), pour groupe structural GL(p). 

c) Il existe une projection canonique C de dat Ve W;) sur 
(V, x W,). Relativement à cette projection canonique C, 
J'(V,, W,) est une variété fibrée ayant pour base (V, X W,), 
pour fibre le noyau de J'(V» Wa); pour groupe structural 
GL(n) x GL(p). Le noyau de J'(V,, W,) est homéomorphe a 
l’espace homogène L(R’, o") des applications linéaires et 
homogènes de R? dans 9”. 


Remarque. — Ces considérations s'étendent à J'(V,, W,) 


(Cf. M. Ehresmann {3]). 
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4. Changement de coordonnées dans le noyau de J'(V,, W,). — 
Si on considère un changement de coordonnées locales dans 


(W,) défini par les formules : 


Co a C an 
S oi, MN" . "\") 
nous poserons 
02° 
= — ae 
on” 4 


Si on considère un changement de coordonnées dans R?, 
coordonnées locales de V,, défini par les formules 


Die FAY", U's apps dy) 


nous poserons 
Clas as 

dy fi 
Si on considére les changements de coordonnées inverses 
des précédents nous écrirons en soulignant les dérivées 


partielles 


DA 8 prog D, 
Dern eee a 
? ae 10° , 
Si on désigne par V5 ae les nouvelles coordonnées 
y 


canoniques du noyau de J+(V,, W,) de la relation 


Le DES dnf onf dy! 
uit DEP ae ee Oe 
résulte 
j,, © 
D ul = aa 


formule qui montre que les coordonnées canoniques de 
J'(V,, W,) peuvent être identifiées aux composantes d’un 
tenseur construit sur le produit tensoriel des espaces Te et Tr, 
en désignant par T: l’espace tangent à (W,) au point Ë et 
par T; le dual de l’espace tangent à (V,) au point z.u? e T:@ Ti. 


6. Coordonnées hamiltoniennes dans le noyau de J'(V,, W,). — 
Dans le développement que nous avons en vue, il est très 
avantageux d'introduire dans le noyau des jets d’ordre 1, 
un autre système de coordonnées que nous appellerons coor- 
données Hamiltoniennes, eu égard au rôle qu’elles jouent 
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dans l'écriture d’un certain système d'équations aux dérivées 
partielles définissant une famille d'applications de (V 
(W,). | 

Nous nous donnons sur (V,) une forme volume V,. Considérons 
les tenseurs Pu... ehisa covariants d’ordre p completement 
anti-symétriques, construit sur T'(W,) et T?-"(V,). Au moyen 
du tenseur volume unité sur la variété (V,) de composantes 
contravariantes dv.» on définit par contraction un tenseur 
p; une fois covariant, une fois contravariant 


) dans 


Le tenseur pi est un élément de T?@T,. Si on considère 
la variété JI(W,, V,) les pi sont les coordonnées canoniques 
du noyau de l’ensemble des jets de (W,) dans (V,) inverses, 
des jets de (V,) dans (W,), comme le montre la régle de chan- 
gements de coordonnées 

Ps = sage. 

Or J'(W,, Vi) et J'(V,, W,) sont deux variétés fibrées ayant 
même base W, x V, même fibre L(R?, 9") qui est l’espace 
des applications linéaires et homogènes de R? dans 2". Pour 
cette raison on peut prendre pour coordonnées dans le noyau 
de J1(V,, W,) les ps. Mais il est essentiel de remarquer que nous 
n'avons présentement aucun moyen d'exprimer les coordonnées 
canoniques wu? en fonction des pi, la structure impliquée par 
une forme extérieure (,., définie ultérieurement, permettra 
de lier les p; aux uÿ. 

Les pi pouvant être utilisées comme coordonnées dans le 
noyau de J'(V,, W,), il en est de méme des composantes des 
tenseurs complètement antisymétriques d’ordre p défini par 
le produit contracté des pi avec les composantes covariantes 
du tenseur volume unité sur (V;). 


ph 
(2) Pois... tps se rk 


C’est aux composantes du tenseur complètement antisy- 
métrique p fois covariant Poi,,....ip-, Que NOUS donnons le 
nom de coordonnées Hamiltoniennes du noyau de J1(V,, W,). 
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Notation. — Quand on assigne un ordre aux coordonnées 
dans (V,) qui est l’ordre naturel, pour signifier que dans 
Por …» l'indice & est seul omis on écrit: 


7. Coordonnées pratiques dans le noyau de J'(V,, W,). — 
Lorsque le système de coordonnées locales a été choisi dans 
(W,) et (V,) et de plus lorsqu'on assigne un ordre aux coor- 
données dans (V,), il est commode d’utiliser dans les calculs 
comme coordonnées dans le noyau de l’ensemble des jets, les 
quantités p, qui peuvent être identifiées aux composantes 
d’un tenseur mixte construit sur les espaces T; et T.. 


§2. — Les formes différentielles sur J'(V,, W,) 


4. Vecteur Ps et forme 0(ps) V>. — Nous désignerons par Ps 
le vecteur contravariant de source 0 et de but 0 de compo- 
santes: 0,0, ..., 0; pays.. peje... pe: 0). Lapphcation, cano- 
nique A de J#(V,, W,) dans (V,), déjà envisagée § 1,3, fait 
correspondre a la forme volume V, définie sur (V,) une forme 
V, sur J+(V,, W,). L’opérateur des transformations infini- 
tésimales(*) 6(p,) fait correspondre à la forme V, une forme de 
degré p sur J+(V,, W,): 0(po) Vi. 

Ainsi dans le cas particulier où (V,) est une variété rieman- 
mienne, dont le tenseur métrique fondamental est g,, la forme 


volume V, classique a pour expression en désignant par g le 
déterminant g; 


V,= Ve dx' À di A... A da? 
P 3 
(3) 0p.)V,= D (—1)'*'V gdpi, A dx' À da®... \ dti À … A da? 


11 


le signe v placé au-dessus de da’ signifiant que ce signe est 
omis. 


REMARQUE. — Dans l’expression précédente on observera 
que d désigne le symbole de la différentiation absolue. 


(1) Cf M. H. Cartan Colloque Topologie. Bruxelles 1950. 
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2. Forme ®,, ,— Y dé .O(ps) V;. — Les n formes dé? sur 


c= 

W,, remontent au moyen de l’application B (§ 1,3) sur 
J+(V,, W,). Elles engendrent par produit extérieur avec les 
n formes 4(p,)V, et sommation par rapport à l'indice 5 une 
forme ?,,, de degré p + 1 dont le support est JV, ,.W,). 
Cette forme fermée peut d’après les considérations dévelop- 
pées dans le § 1,6 être considérée comme engendrée par un 
tenseur complètement anti-symétrique p; … ip, construit sur 
les espaces Tz et (T;) *. 


On a alors ®,,, = 


| , 
an PL cig SIN Ge” NGL Vt er 
(p - 1) ! (Pa 45 tery de S A A . 

Cette expression de ®,., est trivialement invariante dans 
un changement de coordonnées locales de J'(V,, W,) ce qui 


montre que ®,,, est une forme intrinsèque sur J‘(V,, W,). 


3. Forme génératrice (),,,. — Nous désignerons par w une 
forme de Pfaff sur J'(V,, W,). Dans un système de coordon- 
nées pratiques  s’écrit 


où = XF dpi + X, dk. 


Pp 


Nous appellerons pour des raisons justifiées par le théorème I, 
forme génératrice (),., la forme de degré p + 1 définie sur 
JV, W,) 

(4) Or gach io V,. 


Donnons l’expression de 2,,, dans un système de coor- 
données Hamiltoniennes. Lorsque tous les indices courent de 
1 à p la forme volume s’écrit : 


yee Ts dr 
P p! U, sty 
oAvx X? dpi D dt A. Adi 
1 | | 
= À Gi i /\ da... \ dxr, 
pam? tay +) ipa 


en tenant compte de la formule (2) qui définit les coordonnées 
Hamiltoniennes. D’où l'expression Q,,". 


ie SAR, 
5 03.3 pair. A (— dé \ da sae 
D a il 
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Cette expression de (,,, est trivialement invariante dans 
un changement de coordonnées Hamiltoniennes, en entendant 
par cette expression un changement de coordonnées arbi- 
traires sur (V,) et (W,) et un changement de coordonnées 
Hamiltoniennes sur le noyau de J'(V,, W,). 

Remarque. — Dans w il est inutile d'écrire la partie de cette 
forme de Pfaff qui est sur (V,) puisqu'elle disparaît dans la 
multiplication extérieure par la forme volume. 


4. Système des formes extérieures associé à (),... X étant 
un champ de vecteurs arbitraires sur J1(V,, W,) on appelle 
ainsi le système des équations extérieures 1(X)Q,,, = 0 réduc- 


tible à (np + n + p) équations, où i(X) désigne l’antidériva- 
tion de M. H. Cartan. Les coordonnées Hamiltoniennes n’étant 
utiles que dans les questions théoriques, en particulier pour 
montrer le caractére intrinséque de certaines formes, lorsqu’il 
s’agit d’effectuer les calculs il faut utiliser les coordonnées 
pratiques. Dans ce système de coordonnées (,,, s’écrit : 


(6) Q,,,=Ve(—1)"" dés N dpi A dat \...A dA... A da? 
+ \/ (Xi dp? + X, dé) dx! A... À da’. 


Le système des équations associées 1(X)Q,,, peut en parti- 
culier se mettre sous la forme suivante: 


n équations du type 


1 a 


7) 12 = (— A) dE À dx! A... dx /\ 
(7) Va ddpi) (=) À dx’ /\ LATIN be 
+ XF da’ A101 A dx = 0 
np équations du type 
1 0) Ex 2 : HA ; Yi 
(8) —. = D (1) dpi Vda... dr A... \ dx? 


Va dE) 2 

HN dein A 7K dé? = 0 
ids Bs sn du type 
NS = DD CITE À dpt À dut. À dE A 


de! À... dx? + (— 1) A da’... dai... A da’. 


Disco Xe ca) 


rs Dine pres 
nest pas nul, les solutions du systéme i(X)Q,., = 0 satisfaisant 


(9) 


THÉORÈME 1. — Si le jacobien à np éléments 
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de plus aux n équations dés A V ,=0 sont localement les solutions 
d un système d'équations aux dérivées partielles linéaires (H) 
équivalent aux solutions d’un système de n équations aux déri- 
vées partielles linéaires du second ordre S, (£°), par rapport 
aux variables x. pare 


Cherchons les solutions du système extérieur i(X)Q, . = 0 
Yo . Smet : 7 a4 4 
telles que les £° soient des fonctions des x’ de classe Cr D: 


d() 
Les np équations —"=*= ( donnent: 


d(dps) 
dE° 
(10) — == Xf. 
ox 
Les X; sont des fonctions des coordonnées locales de 
S32 te ae À 
J1(V,, W,). Si omen les équations (10) définissent 
: 2 ES . 
les p; en fonction des —:— u? coordonnées canoniques du 


noyau de J!{(V,, W,). OF 


Localement on a donc 
; 7 . [azo 
(11) pi = ( a, x) 


h, j étant des nombres arbitraires de l’ensemble (1 à p) pet u 
des nombres arbitraires de l’ensemble (1 à n). Les pi au moyen 
des équations (10) deviennent ainsi les composantes de n champs 
de vecteurs p,, (1 à n) sur (V,). Par rapport au repère au 
point æ de (V,) la différentielle de p est en désignant par 
[i; les coefficients de la connexion infinitésimale sur (V,) 


A: - ? |. * Dp) Fs", 
dp = =e dx; ~ lip" dz! = PUPS) do. 
Les n équations Fee — (0 donnent alors en utilisant le 
symbole D pour indiquer une dérivation absolue : 
P Dp: 
(12 y ES LE X, = 0. 
) à Dr | 


Le système (12) lorsqu'on tient compte de la solution (11) 


5 . : x oF = 
des équations (10) donne naissance a un systeme d’équations 


aux dérivées partielles linéaires du second ordre: S, 2(6°). 


Montrons maintenant que les p dernières équations du sys- 
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tème associé sont vérifiées comme conséquence de (11) et 
(12). Quand on considère les p; comme des fonctions des + 
par l'intermédiaire des fonctions £° et de leurs dérivées par- 


». 0 BQ TA 
tielles du premier ordre, une équation —’*. —~ s’écrit: 
06° 06° . 
1 OQ. fe, y da! dx) p ÿ rs x, Ÿ D Ke Dp; 
Veg 0(dx’) 10 Dp; Dp; =) * oa! NES Da! 
Dai De! 
» ot 2 Dp Dpi, (25° 
= Eee Pl ne: D 
À br [> Dax: + he (= 


Le second membre est done nul comme conséquence des 
équations (10) et (12). 

Remarques — 1) Il est bien évident que ce n’est que locale- 
ment que les solutions des équations i(X)Q,,, = 0, dé? À V, =0 
sont représentées par les solutions du système S.(E ais 

2) C’est le système des équations (10) qui définit le système 
des coordonnées pratiques pi en fonction des coordonnées 
sur le noyau de J(V,, W,). On voit que ce système s’obtient 
en égalant à la coordonnée canonique wu? le coefficient X? de 


la forme de Pfaff w. 

(13) XY(p6, x", bY) = uf. 

Les indices latins prennent toutes les valeurs de 1 à p, les 
indices grecques toutes les valeurs de 1 à n. 


3) Si la forme de Pfaff w est homologue à 0, w = dE, la 


forme @,,, est alors fermée dQ,,, —0. On peut écrire 
puisque d[o(p.)V,] 0 
Oo. — dj 2. Ep.) V, + EY, | 


Le système des équations (10) et (12) prend la forme: 


06° _dE 

vat dpi 
tue De z 28 
ui DE DES 


Cette forme (14) est la généralisation des équations d’ Maya 
ton qu’on obtient pour p = 1, Géométriquement si on consi- 
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dere les applications de la droite numérique ¢ dans (W,), il 
leur est associé la variété des jets J'(t, W,) qui est un espace 
fibré ayant pour base la droite numérique t pour fibre l’espace 
tangent à (W,): T(W,). Les éléments p,, pe, …, P, sont iden- 
tifiés aux composantes de la co-vitesse dans (W,). C’est pour 
cette raison que nous appellerons système d’Hamilton géné- 
ralisé le système des équations (14). 

4) Si l’espace numérique à p dimensions R? est rapporté 
à un système de coordonnées cartésiennes et si la fonction E 
est une forme quadratique à coefficients constants sur 


J'(R?, W,), 


le système S, , (7) est à coefficients constants. Q,,, est la 
forme génératrice de ce système d’équations aux dérivées 
partielles du second ordre à coefficients constants. 

5) Les np fonctions pi sur (V,) sont également solutions 


d’un système d'équations aux dérivées partielles qui s’obtient 


P 
en écrivant que les n formes Y Xfdz' sont fermées. 


DÉXE vu) =. 


6) Si ae =0, il se présente des circonstances très 
oe G LE] 
variées. Le système i(X)0, À — 0 peut n’avoir pas de solu- 


tions, ou bien il en admet construites au moyen des solutions 
d’un système d'équations aux dérivées partielles du premier 
ordre [les systèmes d’équations aux dérivées partielles du pre- 
mier ordre sont des sous-variétés de J'(V,, W,)] ou encore il 
n’admet de solutions que pour les jets relatifs aux applications 
partielles d’une partie de (V,) dans (W,). 

5° Pour familiariser le lecteur avec les notions précédentes 
nous traitons quelques exemples qui pour simplifier sont rela- 
tifs à la détermination d’une fonction numérique sur une variété 
(V,). Aux applications de (V,) dans la droite numérique ¢ 
est associé la variété JI(V,, ¢). + Jos 

a) p = 2, V2. = R®. Les applications de R? dans ¢ sont défi- 
nies par une fonction numérique de deux variables Bia, 
coordonnées rectangulaires d’un point de R?. En utilisant des 
coordonnées pratiques sur J'(R®, ) p', p?, soit la forme de 
Pfaff donnée : 


wo = p'dp! + kp?dp? + g(a*, 2, p', p', Bde 
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dans laquelle X désigne une constante. La forme génératrice 
QO, = dé À dp' À da? + dé À da! /\ dp? + (p'dp! 

+ kp?dp? + gd&) A da /\ da. 


°F . x9 . . 
Le système associé i(X)O, == {) peut en particulier se mettre 
sous la forme : 


dQ, | 
= — dE A di? + pdr! À dz? = 0 
ie ) P 
ù 3 
_ = dé À da! + kp*dx' À da? = 0 
JOUE P 
op = dpt À di? + dat /\ dp? + g dat À da? = 0. 


Le théorème 1 nous dispense d’écrire les autres équations. 
Les solutions de ce système extérieur telles que £ soit une 


fonction sur R? sont pour les deux premières : 


OE a Sap ap ae 


= = == 2 
dak OP ae BP 
Le jacobien DL) ga Ms k. 
} Dip, ps) |O k j é ae 
Sik 0, p’ et p* étant des fonctions de a' et à, p'— x? 
- x 
pis LE la troisième équation extérieure donne alors : 


d’où l'équation aux dérivées partielles du second ordre équi- 
valente aux 3 équations précédentes : 


og 4 ag "boit a 
S21 in SP at at Se Sep eye 

Ra (8) (ax')? k (ox*)? as, Vv, ert» hes ut: e) 0 
du type elliptique si k > 0, hyperbolique si k < 0. 


Si k = 0, le jacobien DET py on ne peut plus dire 


que p? est une fonction de 2", a?. Une solution possible du sys- 
tème i(X)Q, = 0 est constituée par dp? = 0. On peut envisa- 
ger la forme Q, induite par Qs sur les sous-variétés p? = const. 
Elle permet de déterminer £ comme appartenant à la classe 


FT 
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des applications de la droite numérique 2! dans la droite numé- 

rique p. Dans ce cas Q; = Q, À d2?, a? étant considéré comme 
t , ss : . 

constant. ¢ est déterminé comme solution du Systeme carac- 

téristique de Q,. 


b) Prenons encore p = 2, V, = R? et pour w la forme 
w = — p*dp' + (p! + p?) dp? + gdé 


dans laquelle g désigne une fonction arbitraire de xt, x, p!, p?, £. 
Un calcul analogue au précédent montre que les solutions des 
équations 1(X)Q;=0 telles que — soit une fonction sur R? 
sont localement les solutions de l'équation aux dérivées par- 
tielles du type parabolique : 


: oe Pi St Ae ee Ÿ 
ds. 1 (&) (ox'}° 5 (x, x, a! Fe ar ui :) = 0. 


c) Pour p quelconque, V, = R? rapporté a des coordonnées 
cartésiennes proposons-nous de trouver la forme (,,, géné- 
ratrice des fonctions harmoniques sur R?. Tout revient à déter- 


miner w. Observons d’une part que At = div.gradË d’autre 
part que le système des équations (10) et (12) s’écrit : 


dE : 

Po see Xi(p's . Ps œ”; ? x, ë) 
P dp' 

Sa >.< 
) dx 


Ee : ty , . . . 
Si on considère le vecteur p(p') la dernière équation signifie 


que divp = — X. On a donc une solution en prenant X = 0, 
X; = p', c’est-à-dire © = p'dp' ou 


o = x d( Norme p). 


Il résulte de là un moyen fort simple d’obtenir le Laplacien 
d’une fonction en coordonnées curvilignes que nous désignons 


== L 
par q', ... q’.. Le tenseur métrique étant gy, p désignant un 
us DES wk 
vecteur de R?, Norme (p) = g,p'p’, considérons la forme 


Q,., = dE AW(P)V, + Ld Norme (p) + X a] AV, 
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qui s’écrit au moyen des coordonnées curvilignes 
Qu = S(— 1)" gp dé A dp! À dq’... dq’. A dg? 
st =\ g d(giyp'p’) + X dé A \ gdq À ... /\ dq’ 


Du systeme associé résulte : 


z | A » apg 
= gpl X — D (P 8) 


\ g i=! oq 
soit 
+ dE 
a(\ gg" ) 
P J 
ie es 3 | dx 
int \ £ oq 
ASSET se ur 
Il suffit en effet d’écrire l’équation 7 = 9 sous Ja 
forme : 2(d§) 


Y(— 4)*! [dpi 8) — pidy g] Adq' A... Adj, ... Ndg? 
+ XV gdgi A... À dg? = 0 
ce qui donne 
PÉDÉDV gw BOVE Us 
DEN À == 
BUS gig aha pA BoD 


ou 
P Api Vg ehcp oh OV 
eve) + Dip g— Pog +XVve=0 


~ 


i 


ce qui donne le résultat cherché en remarquant que 


Si maintenant on considère une variété riemannienne (V,), 


un vecteur P tangent à (V,) est un élément de J1(V,, ¢) de 
but 0, au moyen de la forme Q,,, et de son systéme associé 
on engendre une classe de fonctions qui dans le cas où la norme 
est toujours positive sont des fonctions harmoniques sur des 
ouverts de (V,). | 

Ainsi sur la sphère 5, rapportée aux coordonnées longitude 0, 
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colatitude ? la forme V, = R?sin® dô À do, le vecteur p a 
par PEUR au repère naturel pour coordonneés pl, p? pour 
norme N(p) = R?[sin® 9(p')? + (p?)?]. La forme 
Q4 = R*singdé / (dp! A do — dp? A dé) 

+ (p' dp sin? 9 + p° dp?) R‘sing dg A do 


donne pour équations associées : 


dé ‘ dé : bs 
= pi sin? 9 R?, a = pR?, Dp’ + =F — 0, 


> D) r r 
d’aprés une remarque précédente on peut remplacer cette 


d(p'V/g)  A°Ap'V/g 
dernière équation par l’équation ‘a 8), (piv) 9 ce 
: 
qui donne l’équation du second ordre 


LE Mees dE dE 
——— 2 + — + cotg ? — = 0. 
sin?  d0? & do? AUS dM 
TuHtorEMe 2. — Si la forme de Pfaff w sur J1(R’, 9") est à 
coefficients constants sur le noyau, les solutions du système 
associé i(X) Q,.,—0 qui sont des fonctions sur R? définissent 
une application linéaire de R? dans ¢". 
Les C5 étant des constantes, si © = UC? dp;, les np premières 
équations (10) donnent 


dE5 


d'où £° = Cea' + C7. Cette solution satisfait aux autres équa- 
tions du système i(X)Q, =, —0. Cette solution constitue 
le représentant polynomial de J?(V,, W,), si les C7 sont 
nuls. as 


Conséquence. — On peut par addition de cette solution 
toujours supposer que la forme de Pfaff est à coefficients 
non constants sur le noyau de J'(V,, W,). 


Tutorkme 3. — A toute forme de Pfaff w sur PV» W,) 
correspond un système d'équations aux dérivées partielles (H) 


et réciproquement. 
: 
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En effet à w= X° dpi + X, dé correspond d’après le théo- 


reme I le système 


ve 
oe 
ey a go 
Ls DP = =X, oft a n) 


Réciproquement à tout système (H) donné, les seconds 
membres X°, X, sont des fonctions données sur J*(V,, W,) 
et par conséquent correspond une forme w = XF dpi + X, dé 
sur JI(V,, W,). 


TutorimMe 4. — Si la forme de Pfaff w est la somme de 
deux formes de Pfaff ™, et w2, les solutions ff et ff du système 


i(X) Q,., — 0 dans le sens du théorème 1 étant supposées exister 
pour «, et w,, la solution relative à w est fy + fr. 

Cette proposition est évidente, elle correspond à la linéarité 
du système d’équations aux dérivées partielles 5, ,(€°). En 
particulier si les X; sont des fonctions définies sur V, seule- 
ment, la solution s’obtient comme somme de la solution rela- 
tive à la forme w, = XF dpi et d’une solution particulière du 
systeme (H). 


6° Formes Q,,,.,. — Il peut se faire que la forme de Pfaff 
w définie sur J'(V,, W,) dépende de certaines fonctions numé- 
riques ®', ... ® définies sur JI{V,, W,) ou de certains opéra- 
teurs portant sur ces fonctions. On envisagera alors la forme 
O1 = dt A... d®"A Q,,, définie sur D" x J!{V,, W,), D’ 
étant le produit de r droites numériques où les fonctions @ 
prennent leur valeur. Les raisonnements faits dans la 
démonstration du théorème 1 subsistent en remplaçant l’opé- 
rateur i(X) par l'opérateur i(') À i(*), ..., i(@") À i(X). Pour 
déterminer l’ensemble des fonctions E° et les fonctions ® on 
adjoint au système associé les équations de définition des 
fonctions @. Un exemple de ce cas est constitué par le mou- 
vement d’un fluide parfait, quand on tient compte de la 
densité, de la pression, de l’échauffement. 


ob — bu. ( 
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S 3. — Propriétés du noyau de Fi A A 


Dans ce paragraphe où il est surtout question du noyau de 
JV W,), nous notons ce dernier NJ1(V,, W,). Il existe 
certaines propriétés évidentes du noyau de J!(V,, W,) utiles 
dans les applications. Elles résultent du fait déjà signalé 
$ 1,3 que J(V,, W,) peut être considérée comme une variété 
fibrée ayant pour base V, X W, et de fibres isomorphes à 
l’espace L(R?, 0") des applications linéaires et homogènes de 
R? dans £”. 


Proposition 1. — Si W, = W, + Weg, NJ'(V,, W,) est iso- 
morphe au produit de NJ'(V,, W,) par NJ'(V,, We). 
Cela résulte que la propriété est vraie pour L(R?, 9***). 


Remarque. — Cette proposition est vraie pour NJ’(V,, 
W,; X Ws). Il suffit de revenir à la définition des r-jets de 
source x: J5(V,, W,). 


Conséquence. — La forme {,,, est la somme de deux 
formes Q%., sur J'(V,, W) et Qÿ,, sur JI(V,, Ws) 


LeW, Q2,,=(—1)dk? A dpi A da! À... Ad À ..da"+w* AV, 
neWe Of ,=(—1)"'dË5 A dgi A da' A... Ad... du +o AV, 


REMARQUE. — Si *% et wË sont des formes basiques sur 
J(V,, W.) et J'(V,, Wg) le système des équations Hamilto- 
niennes généralisées se décompose en deux systèmes distincts. 


Proposition 2. — Si V,= Vi X Vix NIV, W,) est 1S0- 
morphe au produit de NJ'(Vn; Wn) par NJ'(V,, W,). 


Même raison que pour 4 


Remarque. — Cette proposition est imexacte pour 
NJ'(V, X Vu W,) sir > 1. En effet si on envisage la source 
(x, y) dans le noyau de J'(V, X V,, W,) on a des éléments 


of ACTU 
composés tels que ———— avec it +] =". 
Ÿ IS a. oy! 
oF ‘3 ‘ 
Conséquence. — La forme Q,,x.1 peut s ecrire: 


Q, 181 = D,,: RNG — LV, A (D + wo À V, A V, 
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expression dans laquelle V, et V, désignent les deux formes 
volumes sur les variétés respectives (V,) et (V;), w une forme 
de Pfaff sur J1(V, X V,, W,), ®,., une forme de degré h+ 1 
sur J#(V,, W,), ®., une forme de degré k + 4 sur J*(V,. Wa): 

En effet un vecteur Ds dans NJ#(V, xX V,, W,) est la 


> > 
somme de deux vecteurs u; dans NJ1(V,, W,), # dans 


NJ#(V,, W,) Po = Us + Va 
g(Do) Va A Va = [0(7:) Val A Va + (DAV, A [8(.) Vi] 
— [6(u,) VIA Vi + (— 1) V, A [0(9.) Vil 


d’où 
ORR = [ D ds /\ O( ue) v, | Â Ve 


+ (AVA TS dA 0(%2) v,| +oAViA Vey 
(18) Opener = Pree A Vet (AV A Des HOA VA Ve 


Proposition 3. — Soient V,, V,, W,, trois variétés, toute 
application f de (V,) dans (W,) se prolonge en une application 
deS'(V,,° V3) dans (Vie W,): 

Nous avons vu que J'(V,, W,) peut être considérée comme 
un espace fibré ayant pour base (V,) pour fibre T,(W,). 
Comme l’application de (V,) dans W, se prolonge aux espaces 
tangents T(V,) dans T(W,) la proposition est évidente. Dans 
un domaine de coordonnées au point n de (V,), l'application f 
fait correspondre le point £ de (W,) au moyen des formules 
5 = f‘(nt). Cette application se prolonge en une application 
de l’espace des vecteurs tangents à (V,) noté T(V,) dans 
l’espace T(W,) des vecteurs tangents à (W,) au moyen des 
formules 


CCE 4 
cru: co = AUS RE nf 17) ui aw yg 
dnf ‘ 


traduisent une application de JI{V,, V,) dans J:(V,, W,) que 
nous appelons prolongement de f aux variétés des jets. 
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REMARQUE. — Si on utilise les coordonnées pratiques dans 
le noyau des jets, il faut considérer l'application inverse f 1 
et remplacer les dernières formules par 


Te Ute 
Po DES Te. 
CorozLarre. — La forme Q,,, définie sur J'(V,, W,) remonte 


alors sur la variété J'(V,, W,). Explicitons les calculs de ce 
transport : 


des = adr? ps = de 
D. = D(— 1) + ' de À dpi A dat À. dit À … A da? 


devient : 


D. = D(—A)it dne À dr Ada! À … dx A... \ da? 
w = Xf dpi, + X, dé devient w= YF dni + Y, dy? 


d'où la forme 2 
L HER sur 4 hie 
Qo. = (—1)""dnt A dr Ada' A dati h...da? + w /\dzx' /\...Ada?. 


AppiicATion. — Soit J'(V,.xX Vu, W;) la variété, des jets 
associée aux applications de V, x V; dans (W,), ? une appli- 
cation de V, X V dans W,. Par l'application la forme RER 
sur J'(V,X V,, W,) devient une forme sur J'(V,X Va, Vi X V). Si 
les applications de V, X V, dans V, X V se réduisent aux appli- 
cationsde (V,) dans (V) la forme Q,,,.. est une forme sur V, X J’ 


(V,, V). La formule (18) dans laquelle ®,,, est nulle donne: 
Oo = Veit ue D Ye 


Par sommation sur une chaîne de (V;) cette forme devient 


une forme Q,., de degré k + 1 sur JV, V). 
SHE dome Pr LL aman DAS 


. . 4 4 L4 2 
Nous verrons l'application de ce résultat à la génération des 
équations de la mécanique des systèmes rigides à partir des 
équations de la mécanique des milieux continus. 


CHAPITRE Il 


LA MÉCANIQUE DES MILIEUX CONTINUS GALILÉENS 


$ 1. — La forme génératrice des milieux continus galiléens. 


Nous allons montrer que 3 des postulats classiques de la 
mécanique Galiléenne conduisent à l’existence d’une forme 
génératrice des équations du mouvement au sens du théorème 
fondamental du chapitre 1. 


Postutat 1. — Il existe un temps universel, indépendant 
des milieux considérés, défini à une constante additive près : 
$= F + ty. 

Conséquence. — Les mouvements d’un milieu continu à 


n dimensions seront définis par des applications de l’espace 
numérique R, X { dans un espace numérique à n dimensions ¢". 


PosruLaT 2. — l’espace R" à n dimensions est proprement 
Euclidien. 
Conséquence. — Il existe sur R” un tenseur covariant du 


second ordre fondamental g;, permettant de définir la norme 
d’un vecteur de R" au moyen d’une forme quadratique définie 
positive de ses composantes contravariantes. L'espace image 
de R" par une application est également proprement Euclidien. 
Nous désignerons son tenseur fondamental par +... La structure 
d'espace proprement Euclidien de R" et de p" s’étend ‘au noyau 
de l’ensemble des jets d’ordre 1 J#(R", 0"). Un élément de ce 
noyau de l’ensemble des jets, ayant pour coordonnées pi, 
étant identifié à un tenseur construit sur l’espace tangent T, 
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au point + de R" et sur le dual T; de l’espace tangent au point & 
de £", le tenseur métrique sur le noyau de JI{R", 0") est y7?g; 
pour le système des coordonnées utilisées dans le noyau. 


REMARQUE. — Lorsqu'il s'agira du noyau de J1(R” X t, 9”) 
on considèrera sur la droite numérique ¢ un tenseur métrique 
2n.i.n-1 et on prendra pour tenseur métrique sur le noyau 
des jets le tenseur ayant pour composante yg; y*g 


el jo | Sn+i,n+t 
Ainsi le vecteur p de composantes (0, 0, ..., 0, pi*! 


1 > 


n+i 


+ 1 + 1 go + + 
Sas...) pour norme ye, 1 ns Ps pe 
Postutat 3. — Dans les milieux à n dimensions, tous les 


repères formées par les systèmes de n vecteurs orthogonaux, 
animés d’un mouvement de translation uniforme sont équi- 
valents. 


Conséquence. — Si par rapport à un premier repère, un 
7 pere, 

: : er. : 
point M de R’*, source de l’application a pour coordonnées 
(x, 2°, ..., 2") le point u but de l'application dans p" a pour 
coordonnées (£1, &, ..., £*) et si par rapport à un deuxième repère 
M et u ont respectivement pour coordonnées (y’, y”, --., y") 
et (n!, n°, ..., 7") les formules 


ES t= aon? + 9%, 
b= 714 GG; 


= 
ay 


(19) | 


“A 


définissant le passage du deuxième repère au premier dans 
lesquelles la matrice [la?|| = ||ajj| est une matrice orthogonale, 
constituent une représentation d’un groupe G, appelé groupe 
Galiléen, caractéristique de la mécanique Galiléenne. 

D’après le théorème fondamental du chapitre I, à l’ensemble 
des applications de R" x { dans p" est associée une forme géné- 
ratrice de degré n + 2 sur J1(R" X #4, e") qui dans le premier 
repere a pour expression en coordonnées pratiques : 


OQ, =Y(— 1rd À dpi A dat À... À di! À... de" À dt 
to À de \... À de À dt. 


Le postulat 3 indiquant que dans un milieu à n dimensions 
il n’existe aucun repère privilégié, implique que la forme ei 
doit être invariante par G. Comme dans Q,., le seul élément 
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qui n’est pas déterminé est w. les conditions d’invariance 
de Q,,, par G vont nous permettre de préciser w. 

Les formules (19) définissent une application de R" X t* p X G 
dans R" X t X p". L’ensemble des jets JR" X #, 9”) est contenu 
dans J!(R" X t, R" x t X 9"). La forme Q,,,, définie sur la partie de 
JR" xt, R" x 9") dont le but est 9”, remonte par l’application 
R" x tX o"XG dans R" x t X p” sur JI(R" X t, R" X t X 9” X G). 
Pour y e G fixé la restriction de Q,,, a J1(R" x t, R"Xtx 9" X ft) 


2 tis 
est une forme (,,,.. L’invariance se traduit par l’égalité 


Q 


n+ 2,7 PRE a 


Le groupe G opère sur R"Xt, 9”, et par prolongement sur le 
noyau des jets sur l’ensemble J'(R"x#, 9"). Les formules tra- 
duisant le prolongement de G sur le noyau sont en coordonnées 
canoniques 

u = ajaije 
Us = aber +4 Steed 


et en coordonnées pratiques : 


; erie; 
Ps = Aa, 
n+i 


da , 
ps = an + 9°. 


Invariants du groupe G. — Il est important de remarquer 
que le groupe Galiléen G est un sous-groupe d’un groupe G’, 
en désignant par G’ le groupe linéaire correspondant à une 
matrice ||a'|| quelconque. Le groupe G’ laisse invariant les 
n fonctions algébriques suivantes des pi 


A EON (X comprend n termes) 
J, = Zpip,  (& comprend n? termes) 
J; = Xpipipt (X comprend n° termes) 


COs C's © à 6 rw 6s € valve vue De 0 61e | 6 U eue 6 Be © © + Be 4 


J, = =P iP ..., p(X comprend n” termes) 
el tht yee 

Jn = Zpipèp}, ..., p(X comprend n” termes) 

Nous désignerons par J’ l’ensemble de ces invariants. Si 
on prend le groupe Galiléen G, G laisse non seulement inva- 
. . +: A € £ 
riant l’ensemble J’ mais les normes des vecteurs p'(pi, pi, ..., pi) 
et plus généralement les normes des r-vecteurs construits sur 


les vecteurs p'. Nous désignerons par J l’ensemble des inva- 
riants du groupe, Galiléen G. 
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Détermination de la forme de Pfaff w pour que (,., soit invariante 


par G. — Partageons la somme des termes constituant w en 
trols : 
nr 
Le % x n+1 T S >] 
1° w, = À X°,, dp3*'. Nous verrons qu'ils correspondent à 


T1 
la partie cinétique du mouvement d’un point de R". 


n n 


29 w, = Ÿ SS XFdp{. Nous verrons que si les X? sont des 


Le 4 EN 

fonctions des pj ils correspondent à la déformation du milieu. 

3° w, = — H, dé’. Ils correspondent au travail élémentaire 
d’un champ de forces H,; appliquée en un point & du milieu, 
et ne comprenant aucune action superficielle telle qu’on 
l'entend habtiuellement. Le signe — qui précède H, provient 
du fait que 2,., n'étant définie qu’à une constante multi- 
plicative près, il faut le choisir ainsi pour retrouver les équa- 
tions de la mécanique classique. 

Pour effectuer le calcul de (,,,, partageons les termes de 
Q,.. en deux catégories : 

a) ceux de la forme 


a À (1) dE A dp A dat A... Ada" +0, da! À. da dt. 


b) ceux de la forme : 


n 


a= > (— 1)! dé? A dp? Ada' /\...dz'/\...dx" À di 
+ wyA da À .… \ dx" / dt. 
Etudions la maniére dont se transforme les termes 9, 
9, = [(—1)"*? dé? À dp"*' + (— 1)", / di] A dat A... da”, 
>. = (— 1)"[dE À dpi! +, / dt] À (dat A... À da”). 
Comme dans un changement de variables orthogonales 
da À … /\ dx" = dy! /\ ... /\ dy" occupons nous uniquement des 


termes : 
o,= > dé Adps''+w,/dt. 


D’après les formules de changement de repère: 


n+i ç 


AN De ge = d pee 
q dE = az dnf + dt, dps = atdrns; ’ (O7 ais, n+i Ps 
9, = aÿ(aë dn? + »° dz) À drt*' + X$,,afdnz*' A dz, 
ga = dnf À dre + (Xia — p5)af.dm?*' A de. 
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Or dans un changement de repère X%,, = a3. Y5.1; X%.: 
peut donc étre identifié aux composantes d’un vecteur contra- 
variant. Il en résulte 

xX? 


n+i 


a Tope ey 


ou F désigne une fonction des invariants de l’ensemble J. 
Dans le changement de repere 


= Fat, + 0%). 


n+i 


Pour que ¢, soit invariante, F ne peut être qu’une constante 


n+i 


égale à l’unité. Il en résulte w, = u?,,.dp;''. Comme le 
g P 


> 
groupe G laisse invariant la norme du vecteur p"*', w. ne 


peut être que proportionnelle à la différentielle de cet inva- 
riant qui a pour expression en coordonnées rectangulaires 


n 


> (p3*')?. En désignant par à une constante par rapport 
oi 
a G, mais qui peut trés bien étre une fonction des coordonnées 


du point u et d’autres paramètres (température, pression) 


1 | n+1\2 
we = 55 d[Eps")1. 


4 IN + 
De w, = uz, dpz** résulte p3*' = cu%_,, par suite en coor- 
données canoniques 
à à ,/2&°\? 
rj - i) 
HIRO ra gb 14) 


Au point de vue mécanique il est intéressant de remarquer 
N a la 
que le nombre ¢ n’est autre que la densité et que le vecteur 


> 
p''"(ps ‘) n’est autre que le vecteur quantité de mouvement 
du point uw. 

De ce qui précède résulte le théorème : 


_Tutorime 1. — En mécanique galiléenne, la partie ciné- 
tique w, de la forme de Pfaff w est la demi-différentielle de la 
force vive ov’, à densité de la matière au point u.. 


REMARQUE. — Quand on utilise des coordonnées pratiques, 
? à , i , 
expression générale de +, est en coordonnées orthogonales 


— ç n+i 4 - n+1\2 
= de A dps + xxl S (ps | 


G= 1 


ne - 
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si les axes ne sont pas rectangulaires à 
n+ 1 
Ps = dB À dps** + ax d(y? Bn. inet Pa” PE). 


Etudions maintenant la transformation de 9, : 
+a ° 


oy = Y(— 1)'*! d&? À dpi À dat \... À dt’ A... À da" À dt 
+ w À dat À … A dx" À dt. 


La présence du facteur dt = dz dans les produits extérieurs 
constituant les termes de 9,, conduit à ne conserver dans l’ex- 
pression de d&° que afdnf. Si on désigne par Aj, le mineur du 
déterminant de la matrice ai relatif à l’élément ai, 


dx \ ... \d# A... À de = (1) "Ai dy À A dy À. A dy’. 


Si on désigne par # l’élément de la matrice inverse de 
‘Jai\|, Aj = det|a|. x}. Comme la matrice aj est une matrice 
orthogonale det a = + 1, et x! =aj. Dans le changement 
de repère dp, = a$ai dr}, d’où la transformation des termes 
de 9, ne comprenant pas o,: 


((—1)'* ‘asdnf(—1)*7) (afaidrk)ai (dy? A. dip” A... À dy" À dr. 


Des propriétés des matrices orthogonales résultent : 


by 


a. = 0 si j’ -], dir i a Ji D 
Il en résulte 


ga= S(— 1)" dr? A dr? À dy" A... À dyi À... À dy" À dr 
wy À dy’ À … À dy" À dr. 


Envisageons maintenant la partie w, de w. Dans wo, = X?dp5 
les X? sont des fonctions des p;. Dans un changement de 
variables w, = X? dpi = Yj dr}, l'égalité tensorielle 


gs = pe Tye 
i = da} 


montre que les X? peuvent être identifiées aux composantes 
d’un tenseur mixte construit sur l’espace tangent à R’ et à son 
dual. Si M? désigne un tenseur mixte construit sur R* et son 
dual on a pour si X? = Mj. fou f est une fonction des inva- 
riants du groupe galiléen, pour Go=iXi=Mi.f+e où fetg 
désignent deux fonctions des invariants du groupe galiléen G. 
La présence de l’invariant g dans l'expression de Xi provient 
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du fait que dans w, on peut avoir des termes de la forme 


/ on n ; Le J L ; 
> xi)( > dpi) dont chaque terme du produit (3 Xi); (3 dpi) 
i=t i=1 i= i= 
est un invariant. 
En particulier des expressions possibles des X,; sont: 
19 pour 5 £ i X¢ = y%g,pif, pour 5 = 1 Xi= pif + 8. 
n 
2° Si on considère le produit contracté Cf— Y p%p! et 
j=1 
plus généralement les produits contractés à r indices 
Cy = E pi pips, ..., pl, une expression très générale possible 
des X? consiste en une fonction linéaire des C?, dont les 
coefficients sont des fonctions quelconques du groupe G. 
Remarquons enfin que l’application du théorème fondamen- 


tal du chapitre 1 donne les équations d’ Hamilton généralisées : 


to n ry i 
oo = XY, > Ps__X, = () 
ox - dx 


Pour i <n les n? premières équations par la nature de leur 
second membre X° permet d’étudier l’application de R” dans 
o" et par suite la déformation du milieu. C’est pourquoi 
wd = X?Xÿdp} correspond aux déformations. 

De la résulte le théorème : 


THÉORÈME 2. — En mécanique Galiléenne la partie w, de 
la forme de Pfaff, w qui correspond aux déformations du milieu 
a pour coefficient X? une fonction linéaire des composantes 
d’un tenseur mixte M? construit sur R" et son dual 


X? = Mef + arg 


à désignant le symbole de Kronecker, fet g des fonctions des 
invariants du groupe Galiléen. 

Nous avons ainsi construit une forme (,,, invariante par 
le groupe Galiléen G, dont le support est la variété des jets 
J'(R" Xt, p"). D’après le théorème fondamental I du chapitre 1, 
le système associé à Q,,, conduit à des équations aux dérivées 
partielles du second ordre. Ces équations présentent les carac- 
tères voulus par les axiomes de la mécanique Galiléenne. Nous 
proposons alors d’axiomatiser cette dernière de la manière 
suivante : | 
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AXIOME. — Les équations de la mécanique Galiléenne des 
milieux continus à n dimensions sont engendrées par le sys- 
tème des équations extérieures associées à la forme extérieure 
Q,,, de degré n+ 2, ayant pour support la variété des jets 
J(R'X4, p") ,invariante par le groupe Galiléen G, système dont 
on prend les solutions qui sont des fonctions sur R" Xt de classe 


i ir > 2), 


REMARQUES. — 1. L’axiome précédent entraîne comme il 
se doit les postulats classiques I, II, III. 

2) Les applications montrent qu’on retrouve ainsi les équa- 
tions classiques et de plus qu’on peut en former d’autres dans 
un cadre d’hypothéses trés larges concernant les déformations 
du milieu. Notons que c’est le vecteur d’impulsion-énergie 
qui s’introduit naturellement dans les équations aux dérivées 
partielles du second ordre. 

3) On observera qu'il n’y a pas lieu d'introduire les notions 
d’énergie de tenseur de déformations, de tenseur de contraintes 
pour parvenir à ces résultats. 

4) Un moyen général d’engendrer une mécanique de milieux 
continus à n dimensions (le temps étant une des coordonnées 
locales dans le milieu) est de considérer sur une vairété V, 
admettant un groupe ou un pseudo-groupe de transformations 
G, une forme (),,, ayant pour support l’ensemble des jets 
de V, dans V, et invariante par G. 

5) Dans un système de coordonnées pratiques quelconques, 
l'expression de la forme génératrice des mouvements des 
milieux continus à n dimensions, galiléens est : 


(20) QT 3 (Lyd À dpi A de À …. dé A da Adt | 
a + © À dit À … Adz" A dt]\/g 
avec 


sa ey XY dps + 4 us ere UE . pi') — Hedi 


g = det guj. 


Les fonctions X? seront déterminées dans chaque cas pour les 


applications que l’on désire traitées. 
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§ 2. — Mécanique des fils. 


On adapte la théorie précédente à la dimension du milieu 
considéré. Un fil est un milieu dont deux dimensions sont 
négligeables vis-à-vis de la troisième. Les points du fil sont 
donc définis au moyen d’une variable s,, longueur du fil non 
soumis à une traction. 


A. SrarTiQue. — L'équilibre des fils est l’étude des appli- 
cations de la droite numérique s,, dans l’espace numérique à 
3 dimensions 9%. D’après la théorie générale nous savons que 
la forme génératrice des équations de la statique des fils est 


une forme de degré deux sur la variété des jets J1{s,, 23) 


Q, devant être invariante par les transformations du groupe 
galiléen, la partie w, de w doit être invariante et par suite 
ne peut être que la différentielle d’une fonction du seul inva- 
riant J existant dans ce cas, invariant qui est la norme du 


vecteur p (Pas Pas Ps). Soit f(1) cette fonction de I 


I= ¥ (Ps), 


= 
ro) 
163) reals ipsa pint H, dé? 
ot 
(H, composantes d’un champ de forces dans 25). 
Les équations caractéristiques de Q s’écrivent : 


Pour déterminer la fonction f(I) il est nécessaire de faire 
une hypothèse sur la manière dont se comporte le fil. 

a) Fil inextensible. — Désignons par s la longueur de 
Pare du profil du fil dans sa position d'équilibre sous l’action 
des forces appliquées. L'hypothèse de la non extensibilité 


CS 
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. 9 2 \ a vee 2 ‘ oy c 

se traduit par ds* = ds}, d’où > (= = 1; des 3 premiéres 
> PS So / 
équations d’Hamilton résultent alors 


any 21 
dT, 4l 
le signe de w, devant étre le méme que celui de AY ae a PA 

La forme génératrice des équations de la statique des fils 
est donc : 


O,= À dés A dp,—d(V pi + pi pi) À ds,— H, dé À ds, 


3 1 


Tension. — Si à, désigne la densité linéaire du fil, on appelle 
tension T en un point le produit V1. En remplaçant VI 
par = on obtient : 

% 


3 rs 3 
(21) O, = ¥ A dp, (à S pods + H, di) A ds, 


dont les équations caractéristiques 
dé? 
ds, 


6 dp 
PB od aes + § Jel 
silk 0, ds, ee 


. É des 
conduisent a la forme classique en posant a =f 1° 


0 
ae Fa Spas 


b) Fil extensible. — Si on admet une loi d’allongement 
proportionnelle à la tension 


ds = ds, (1 + kT) 
des équations d’Hamilton résultent alors 


ea = (A+ kT = 41 Cae 


_ Comme par définition T = VI 
die oh fa nd) 
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d’où. 
| 24h / key 
f=vi+ Si. 


La forme génératrice Q, revêt donc la forme initiale 


Q, = D dés À dp, — df À ds — H, dE A ds. 


Comme 
1 1 
df = —=(1 kT) dl, df À dss =—<dl1 A (1+A4T) ds,. 


En tenant compte de ds = (1 + kT) ds 


1 1 à 
df A dy =—<dl À ds == ÿ pe dp, À ds 
RS AU NT 


d’où la nouvelle expression de (2, en fonction de la différentielle 
ds de l’arc du profil de la courbe d’équilibre. 


: 1 1 
ox Dre we o4Pc ME 
Os a À dp; Vi Po dPs \ ds —H TIR À ds 
qui engendre les équations classiques. 
B. Dynamique. — La dynamique Galiléenne des fils est 


l’étude des applications de R? = 5, X¢ (sy droite numérique où 
le paramètre fixant la longueur du fil au repos prend sa valeur, 
t droite numérique temporelle) dans 2. D’après l’étude théo- 
rique, la forme génératrice des équations du mouvement est 
une forme de degré 3 sur J(s X t, 9) 


(22) Q,= D ds À dps À dt— À dA dpi À ds, 


Re = — dy (pi) + (pi) + (pi)? ds, À dt 
+ BE (PT as, À dt — H dé? À ds, À dt 


Exemple. Vibrations transversales des cordes tendues. — 
La corde est supposée tendue suivant Ox, la tension imposée 
suivant cette direction est T,. On admet qu’il n’y a pas de 
déplacement longitudinal &' = x, la vibration a lieu suivant 
l’axe des y, il n’y a qu’une seule fonction inconnue = engendrée 
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par les équations associées à la forme : 


Q, = dé À dp! À dt— dE? A dp? A dx 


/ T, ; 1\2 2 2 
name AY (5 ) + (ps)? A da /\ dt + p; dp; A da /\ dt 
— H, dé? A dx / dt. 
Les équations associées donnent : 
dE” Ps = RE te. 
FES = 0, et Pa 0, 


(= ) + (p:)° 


dps, ops 
so a ry H, — (), 
ox rs dt 3 i 


À veus Pre 
Si on suppose -,° très grand devant p,, on peut écrire 


La dE So 4 
{— __ 2. = ce qui donne l’équation classique du second 
4 à dx q q 
ordre 0 


Remarque. — Nous avons supposé dans l’étude qui précède 
l’espace p*° rapporté à des axes rectangulaires. En prenant 
un système de coordonnées quelconques dans 9’, y** désignant 
le tenseur métrique sous forme contravariante, il suffit de 
prendre pour expression de l’invariant I, I= y* pop.. 


Fiuiwe PARFAIT. — Un milieu continu sera dit du type 
fluide parfait si la partie w, de la forme de Pfaff w est identi- 
quement nulle et si en outre il existe une fonction F du point y 


telle que dans w, figure la forme = dF (6 densité du milieu 
au point 4). 
La forme génératrice des équations sera de degré 5 sur la 
variété des jets J'(R° X t, p°). 
3 


D, = (=A) D dés À dp AV. +> Alpi) + (pi) + (PTA, 


a= A a(P—Bt) | 2 
+(jgP Hara 


dans laquelle P désigne la pression, 7 la température, H, les 
3 
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composantes du champ de forces au point p du milieu, $ le 
coefficient de dilatation à pression constante, V3 = dx /\ dy /\ dz, 
V, = V, /\ dt, 

On déduit alors de Q, : 


Oe peas ig s dpe am BT) SH 
be eae 5 tee + À = ‘iw 


d’où les équations classiques : 
sde ne ME PPT RTE 
ci ed DES pe pees: 

Les fonctions P, t, 6, étant des fonctions inconnues auxi- 
liaires, on doit adjoindre aux équations précédentes trois autres, 
en particulier |’équation caractéristique du fluide (P, ,r à) = 0 
et la condition de conservation de la masse. Cette derniére 

. . ° es e . = 
condition se traduit de la manière suivante: soit p* le vecteur 


de composantes (pt, Ps» D'eOpiE 0); 0(p*) désignant l’opé- 
rateur des transformations infinitésimales, relativement au 
champ p* 

0(p*)V, =0. 


Ceci suggère de considérer le milieu comme ayant quatre 
dimensions et les applications de R° dans o*. Comme la densité 
est variable on envisagera la forme 


Q,= 3 (— 1) À dp A V, 


(opp | 


1 
+ oe iP we de ea + (py TAY, 


Mt 
Les équations d’Hamilton généralisées qu’on en déduit 
sont : 
DEL 
ot 


3 0Ps 
Pe Ps + à a —H,=0 (1, 2, 3) 


+ x (ee) = 0. 


La dernière traduit la conservation de la masse, la condi- 
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s “. ’ EAN 4 S pe yh 
tion imposée p, —0 entraine + — 1, dot t'=t-+cste 


en accord avec le postulat concernant le temps dans le cas 
de la mécanique Galiléenne. 


Remargue. — La théorie des mouvements permanents est 
une conséquence immédiate du cas où (), admet la transfor- 
mation infinitésimale associée au champ de vecteurs (0,0 ..., 0; ¢) 
ce qui se traduit par: 


§ 4. — Milieux isotropes a n dimensions: 


équations de Navier-Stokes. 


La partie w, de la forme de Pfaff w peut être une forme 
fermée homologue a 0. Dans ce cas il existe pour un milieu 
isotrope une fonction E des invariants de l'ensemble J du 
groupe G. On ne sait généralement pas déterminer la fonction 
_E correspondant à certaines propriétés du milieu telles que 
volume invariable. C’est pourquoi on se borne à en chercher 
un développement limité. D’après le théorème 2 du chapitre 1 
les termes intéressants sont au moins de degré deux. En se 
Bornant à ces termes du deuxième degré, il n’y en a que deux 

n 


possibles (J;)? et J, en désignant par J, l’invariant  p; et 


y=1 
par J. la forme quadratique des p; sur le noyau JR ees 
En désignant par « et 5 deux coefficients pouvant dépendre 
de la température on a done 


“TES + lath? + BJ] 


Ainsi dans le cadre de cette approximation qui est la forme 
que prend Yapproximation linéaire classique dans cette 
théorie, les milieux isotropes à n dimensions (n > 2) ne dépen- 
dent en dehors de la densité à que de deux coefficients phy- | 
siques. LR 
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Dans un système de coordonnées uelconques la forme 
? 
génératrice s’écrit : 


(23) Qi {2(— 1)" dE À dpi À dz' À. (ae ser 


bani 2 


1 +1 por 
+55 4[(y7F Bn tn1P3°' PP!) + dE— Xp db] A Vie 


où l’on écrit 2**' = t, g = det gy. 
La première série d’équations d’Hamilton généralisées 


s’écrit : 
06° —— dE > he — 1 «750 n+i 
oi = Op, DA FF ag Bn+1.n+1P8 


Explicitons les calculs. En coordonnées quelconques 


= (Xp)? 4H, 1° By Ps Pl. 


Pour oi us = By? g,; pg à 
Pour ¢=1 ul = Bregupd + a D pt 


On a d’une manière générale en désignant par 6? le symbole 
de Kronecker 
uf = By? gy? + «fl. 
1 ‘ Ke: d 
En résolvant p? = = Yo,g"(u? — ¢7aJ,) on détermine J, = ÿ Pi 


: =1 
en faisant dans la formule précédente 9 = 7 


yp} = i Yoeg' (uy — af Jj). 


En posant t= yo)g" 


: N ; a 
Dpi=- mu — a67S,) = = meu? —— J, x Ur 


n B 
donc (6 a» x) ru, 


i=1 


Si on pose L = Ÿ thu 
i, © 


I 
J, = ———. 
B + adn 
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Si on prend même système de coordonnées dans R” et 


er 
en} oo Rake J, — : 


TT 
FI} 
P| 


| * I 
b= Bag’ | ui — La — |: 
P= ent Nga) 


Les équations d’Hamilton généralisées 


oper’ n dp} 
HE SN EX = 
dt + 2 x} om 


deviennent en utilisant la dérivation absolue: 


nd Rd A AS 1 D ys 
(24) 8a08" ( Dt dy 8 Boe8” ae 
a le sDr a 
De =O 


En particulier en axes rectangulaires go, = 0 si «#9, 


gg) = 1 
i% à age A: es morte = 
(25) ve > )+ pas LX, = 0. 


Ce sont les équations de Navier-Stokes dans lesquelles A 
désigne le Laplacien pour un milieu à n dimensions. En intro- 
duisant les coefficients de Lamé A, 4 


1 1 1 
(26) tie a ee Ÿ dentine 
n re u 


on les met sous la forme vectorielle classique : 
asl + +) gr (iv D + F=2 (5) 
Remarque. — L'expression de Een coordonnées canoniques 
est : 
E — gg vrghutuf eae 3g (to Ps 


ce qui donne en utilisant les coefficients de Lamé et des axes 
_rectangulaires 


pee (ap =O 2 1) Cur. 
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§ 5. — Forme génératrice des équations de la, mécanique 
des systèmes rigides. 


Les mouvements des systèmes rigides d’un milieu à n dimen- 
sions sont des applications de R” x t dans p" conservant les 
longueurs et le sens des figures. On a donc localement 


do? = Sy (dds = } (dxŸ. 
g=1 + | 
dE” : fe ie 
Il en résulte en posant =e u? le système d’équations 
x oe 


Pour résoudre ces équations interprétons les. géométrique- 


Co 


ment. En un point x de coordonnées (£°) considérons,.lé repère 
>) 


naturel (u, e;) formé du point & et des n vecteurs e; de coor- 
données (uÿ), « variant de 1 à n. Ce repère est brthongtmé, 
le tenseur métrique correspondant est y, = 0 ‘si og, 
dispo Len résulte que les symboles de Christoffel 
sont nuls; les n vecteurs e, ont donc des directions fixes) les 
u; sont dés constantes, 

uo = m°. 


Les n? éléments m° sont les éléments d’une matrice ortho- 
gonale. 

Pour caractériser la partie w, = X? dpi de. la :forme de 
Pfaff w sur le noyau J‘(R" X t, 9”) correspondant à un mou- 
vement du milieu continu au cours duquel les distances restent 
invariables, remarquons que des équations d’Hamilton géné- 


ni ‘ Vee wes ; 
ralisées résultent a ug = X9; d'où “wd' = m°dp} UE ee 
donne le théoréme. 


Tutorime 3. — Si le mouvement d’un milieu continu est 
tel que les distances mutuelles de ces points restent invariables 


la partie w, de la forme de Pfaff se réduit à une forme à coeffir 


cients constants m? dont I’ ensemble sont les éléments d’une matrice 
orthogonale. 


mn. 
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Remarove. — En vertu du théorème 2 du chapitre 1 on peut 
encore dire que w, = 0 modulo une forme de Pfaff à coefficients 
constants. 

Si Vp désigne la variété de groupe des déplacements de l’es- 
pace à n dimensions la famille des applications considérées est 
donc constituée par des applications de R" X Vp dans p" définies 
par les formules 


Cee Sri o) 
Eo = ew ti 


dans lesquelles ||m%|| désigne une matrice orthogonale. 

Dans l'application de R" X Vp dans 9" la forme générale 
Q,., définie sur J'(R" X ¢, 9") remonte sur J'(R" x t, R" X Vp). 
Comme les applications de R” dans R" se réduisent a l'identité, 
la forme Q,., devient une forme sur R" X Ji(t, Vp). Cette 
forme sommée sur un domaine de R" engendre une forme 
Q, de degré deux dont le support est J*(t, Vp). Or en désignant 
par T(V») l’espace tangent a Vp, J#(t, Vp) est homéomorphe 
a tX T(Vp); on peut done énoncer le résultat précédent ainsi : 


TuéorèmMEe 4. — Pour un système rigide la forme généra- 
trice des équations du mouvement est une forme de degré deux 
dont le support est le produit de la droite numérique t par l’espace 
tangent à la variété de groupe de déplacement Vp = R'X (SO,), 
SO, désignant le groupe des rotations dans R". 


CorotLaire. — Dans l’espace à 3 dimensions pour un 
système de solides, la forme génératrice des équations du 
mouvement sera une forme de degré deux sur le produit de la droite 
numérique t par des espaces tangents à des variétés de groupes 
de déplacement. 


Remarque. — Le cas du point matériel est un cas particulier 
du précédent : Si le système rigide est animé d’un mouvement 
de translation Vp se réduit à R3. Le mouvement du système 
se réduit à celui d’un point matériel dont les équations du 
mouvement sont engendrées par une forme de degré deux sur 
la variété de dimension 7: t X T(R’). 


Conséquence. — Il est très important de remarquer que les 
équations de la mécanique du point matériel, et les équations 
de la mécanique des systèmes rigides se déduisent naturellement 
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des équations de la mécanique des milieux continus, tandis que 
la déduction inverse nécessite de faire appel à un postulat 
concernant des forces dites «intérieures » qui sont complètement 
inconnues. 


$ 6. — Rôle des tenseurs symétriques. 


On peut être assez surpris que pour traiter la théorie des 
mouvements des milieux continus, nous n’ayons eu nullement 
besoin d'introduire la notion de contraintes. Examinons les 
conséquences de l'introduction d’un tenseur symétrique T‘ 
deux fois contravariants pour rendre compte des mouvements 
d’un milieu continu à n dimensions. Soit & un champ de vec- 
teurs covariants sur R" de composantes «;. Le produit contracté 


3 z a : : 
T¥a; = f' est un vecteur contravariant f. D étant un domaine 


quelconque de R’, le flux de f à travers la frontière de D notée 


dD est: a 
Sov (FV, 


en désignant par V, la forme volume sur R”. 

Pour tout champ & laissant invariant le ds’ du milieu, c’est- 
à-dire vérifiant les équations de Killing, on écrit que la somme 
des puissances des forces en action dans le volume fermée D 


et sur sa frontière est nulle. Si X désigne le champ de forces 
existant en tout point du milieu on a donc: 


RP, + [,(X.a)V,=0 


condition qui s’écrit encore: 


RON + fy (X.a)V,=0 


ce qui donne en utilisant des coordonnées cartésiennes : 


ny ij \ 
ee nag Xe) V, = 0. 


i=i dx 


L'intégrale précédente étant nulle en particulier pour des 
champs & uniformes 
2 OT 
iat 0 
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Un rapprochement s'impose entre cette équation et l’équa- 
ton homologue du système Hamiltonnien généralisé 


S Psy — 
Det 


13 


Comme cette dernière n’a pas le même caractère tensoriel, 
utilisons le tenseur métrique deux fois contravariant ÿ* pour 
mettre sous forme contravariante ps et X,. 


p° = yp xX? = yr Xa. 


En utilisant des axes rectangulaires on obtient : 


En égalant l’indice 7 à 9 on en déduit que les composantes 
TŸ du tenseur symétrique sont solutions du système d’équa- 
tions aux dérivées partielles : 

n aT’ n 2 ij 

(27) Setar ere 


oz; j= OF; 


ie | 


où les pŸ figurant au second membre sont des fonctions des 2", 


ç 
= déduites des équations d’Hamilton généralisé 
x 


OF aXe, Ss Puen Epo Le pi Saal? yb 
dt; t 2 2 D aed > ry 


Le systéme (27) étant linéaire on obtient la solution géné- 
rale en ajoutant à la solution particulière du système avec 
second membre, la solution du système sans second membre 


On résoud ce dernier système de la manière suivante: don- 
nons-nous n constantes arbitraires $;, en multipliant l’équa- 
tion de rang j par B, et sommant par rapport à 7, on obtient : 


PROS. 
EF =” | 
" 7 3 5 PT : 
En posant ||S*| x ||6|| = + on a l'équation DES 0 qui 


exprime que la forme (— 1)'*'¢'dat À ... À dé A... \ da” est 
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fermée. Comme dans R" elle est homologue a 0, il existe 
une forme de degré n — 2 telle que l’on ait: 


(— 1) igidut À .. en. À dx” 


pre 1) AWW dad tee À dt! A ... A dat 
| dy! 
d’où g! = (— 1} GE 
à «Mn M # 
St = —- (gi — BS"). 


Bi 

La solution du systéme sans second membre s’exprime donc 
au moyen de n(n — 1) fonctions arbitraires. Les contraintes 
exprimées au moyen d’un tenseur symétrique du second 
ordre sont done complètement inconnues puisqu’on a aucun 
moyen de déterminer les fonctions s’. C’est pour cette raison 
qu’il ne faut pas introduire le tenseur des contraintes dans 
les équations de la théorie des milieux continus. 

Pour parer à l’indétermination du tenseur des contraintes 
on fait classiquement l’hypothèse de l’état neutre, ce qui 
revient à convenir que l’on prend pour solution générale la 
solution nulle et l’on se contente de la solution particulière. 


Détermination d'une solution particulière du système (27). — 
Le tenseur pi étant un tenseur mixte quelconque, il en est 
de même du tenseur contravariant p’ = yÿ*pi. Comme par 
hypothèse TŸ est symétrique on obtient un tenseur symétrique 
en considérant le tenseur (y“ps + y°p dr 


Pour 1] posons TY = — "Ps RSA = — p— pr. 
L ; ij n ij 
Pour 1—=7 de l'équation 2} am —=— 7% Lo valable en 
+ i=1 
axes rectangulaires (en axes quelconques il suffit d'introduire 
les dérivations absolues) on déduit 


DUR Ut 4 op! 
va à de dr 


ack DE pr 5 
do PEN 2a’ PRE 
ap! n—1 opi op! n hpi 
) =—~—-+ 3 =—?2 oi 
tés Pb A... AGN als Neat naiahot-abdup amas 
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Par une intégration par rapport à æ/ on en déduit : 
. Ni) 
TY = — 2pù + be . Pe da! + este. 


REMARQUE. — Si on désire exprimer le tenseur des contraintes 


en fonction des dérivées partielles du premier ordre de l’appli- 

: DES , : 3 
cation de R" dans 6” uy = od des équations d’Hamilton 
généralisées on déduit F 


2 TR, CN pp NE US CT en 


Ce n’est qu'après cette résolution que l’on peut obtenir 


l'expression des TY” en fonction des uÿ, &°, x" 


Cas PARTICULIER. — Effectuons les calculs dans le cas de 
l’approximation de Navier-Stokes. 
En axes rectangulaires d’après les formules du § 4: 


pour j #1 


pi =F eu CRA Ts ai (g'u + guj), 


Gee doers 


ore ae 4 n >(ol yi 
d’où Fa es 1 Te ee 
n >olui PEU 
OF, | DES & À, dx dx). 
se) eh) Dao gt f 3 DE sd = mes 


en désignant par C une sontiants: 


“Finaloment PY =—[ 7 e+ 5 oa f+ a+o] g 


m/e | 
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En introduisant les coefficients de Lamé ces formules 
s’écrivent : 
pour tJ | F ip 
TY = + u(g'u + g/u)) 


pour i =} 
TY = Qu gli + gH[(A + 0) —u]l — pC = 2uglu) + g/(Al,— pC). 
Si on introduit le vecteur déplacement + dans R" ches x cr pi 


pour i~j w=, pour j=i w=v+1, les formules 
précédentes donnent 


y e/oehi Del 
De te) 
UE Os w+ 2 fh = ol 


Ce sont les formules “paar si on prend la constante 
as 2p + 31 
ue 


Rôle du tenseur des déformations. — Achevons l’étude du rôle 
des tenseurs symétriques par celui du tenseur des déformations. 
Si dans p” le tenseur métrique est Yor, do? = Yop dés dé" et si 
dans R" le tenseur métrique est gj, ds? = g,dz' da’, on appelle 
tenseur de déformation le tenseur e;; tel que ds? —ds? =e,,da'da’, 
d’où l’expression du tenseur des déformations en fonction des 
coordonnées canoniques sur J'(R’, p") 


= 6203 
Cij = YoUiu; 8ij- 


Au moyen des équations d’Hamilton généralisées : 


= X¢ een Pry sey a nous a", ….) 


dx 


on obtient l’expression du tenseur des déformations en fonc- 
tion des coordonnées pratiques 


Donc quand la forme w, est connue on a immédiatement le 
tenseur des déformations en fonction des coordonnées sur 
J'(R", p'). Mais inversement si on connait le tenseur des 


à ; 
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déformations sur R” c’est-à-dire son expression en fonction 
des variables x, il est important de remarquer que cela ne 
suffit pas pour reconstituer la partie w, de la forme de Pfaff 
sur l’ensemble des jets J!(R", 9”). 
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SOLUTION ÉLÉMENTAIRE 
D'OPÉRATEURS DIFFERENTIELS DU SECOND ORDRE 


Par Georges de RHAM 


Les numéros 1, 2 et 3 de cet article reproduisent un exposé 
fait au Colloque Henri Poincaré, à Paris, en octobre 1954, 
sous le titre «Solution élémentaire d'équations aux dérivées 
partielles du second ordre à coefficients constants». J’y ai 
ajouté, dans le n° 4, une autre représentation des mêmes 
solutions. 


1. — Énoncé du problème et du résultat. 


Le but de cet exposé est de déterminer une solution élé- 
mentaire relative à l’opérateur 


ris d° a d° 


a ——, 
dx, Ban OU 1 vn 


c’est-à-dire une distribution E satisfaisant dans R" a l’équa- 
tion [JE =o, où do est la distribution de Dirac représentant 
une masse + 1 placée à l’origine des coordonnées O dans R”. (1) 

Pour p = n, cette solution élémentaire est, à un facteur 
près, le potentiel de 2. Pour p = 1, elle est également connue 
et intervient comme on sait dans la solution du problème de 


Cauchy pour l’équation des ondes. Je considère ici le cas” 


* (1) Cette définition d’une solution ‘élémentaire se trouve dans L. Scuwarrz, 
Théorie des distributions I (Paris, Hermann et Cie, 1950), p. 133. 
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général où p et g= n—p sont deux entiers positifs quel- 
conques. La méthode suivie, utilisée récemment par P.D. 
Meruée (?) dans le cas où p = 1, est basée sur deux principes 
très élémentaires. 

Le premier consiste en l'introduction de la forme quadra- 
tique 

u—= di +. Ha — mi —.. — a. 

En désignant par f l’application de R” dans R1 qui envoie 
le point x = (a, ..., «,) de R® sur le point d’abscisse § = u 
de R!, à toute fonction Ÿ = (&) définie dans R! correspond 
dans R" la fonction fY{x) = Y(u), qui est appelée image 
transposée de Ÿ(*). On démontre (*) que, grâce au fait que O 
est le seul point critique de l’application f, à toute distribu- 
tion S définie dans R1 correspond de même une distribution 
f*S, qui est définie dans R" — O, mais en général pas dans R”. 
Toutefois, si le support de S ne contient pas le point § = 0, le 
point O n’adhére pas au support de f*S dans R"—O, et 
la distribution f*S est alors définie dans R* en convenant 
qu’elle est nulle dans le voisinage de O. 

A la distribution de Dirac à. dans R!, représentant une 
masse -+ 1 placée au point § = €, correspond ainsi dans R" 
une distribution H, = /f*é., qui est définie dans R’” tout 
entier pour € = 0 et dont le support est l’hyperboloïde u = «. 
A la dérivée k-ième 6% de à, correspond de même une distri- 
bution Hi = f*è®, ayant pour support le même hyperbo- 
loide. Soit Y (&) la fonction d’ Heaviside, égale à 1 pour § > 0 
et à 0 pour §<0; à la distribution Y, = Y(£ — €) corres- 
pond la distribution f*Y, = Y(u—e) égale à la fonction 
valant 1 dans la région u > e de R" et 0 dans la région u < &. 
Les formules connues 


aN dal. ds 
i asi Lodel aca an 


(?) P.-D. Merute, sur les distributions invariantes dans le groupe des rotations 
de Lorentz (Thése), Commentarii Mathematici Helvetici 28 (1954), p. 225-269. Ce 
travail est désigné dans la suite par (M). 

(3) Je m’écarte légérement des notations de (M), et dans la suite une fonction de 
u sera toujours considérée comme une fonction ou une distribution dans R" (ou 
R" — O) et une fonction de Ë comme une fonction ou une distribution dans R}, 

(4) C’est un cas particulier, vérifié directement plus loin, d’un théorème général 
qui se trouve dans G. de Rham, Variétés différentiables (Paris, Hermann et Cie, 1955) 
p. 63-64. Cet ouvrage est désigné dans la suite par (R). ] 


aoe 
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entrainent 


d Ale te) ts d Kees 1 
(1) de Y (u €) ibid: H., Sis H* ae be 


Pour € = 0, les distributions H‘ ne sont définies que dans 
R"— 0 et ces relations n’ont pour l’instant de sens que dans 
R"—O (nous verrons que, considérée comme fonction 
de ¢, la distribution Y(u — ¢) est indéfiniment dérivable pour 
ce 0 mais pas pour € = 0). 

On peut toutefois étendre la définition de ces distributions Hj 
dans R” en faisant appel à la notion de partie finie, notion 
qui est précisément le second principe de la méthode employée 
ici. Étant donnée une fonction g(<) définie pour € >0, on 
vérifie aisément qu’il ne peut exister plus d’une combinaison 
linéaire I(s) de fonctions de la forme e* loge, où » est un 
entier >0 et À un nombre dont la partie réelle est <0, la 
valeur À — 0 étant exclue si  — 0,. telle que g(e) — I(e) 
tende vers une limite finie pour e > + 0. Cette combi- 
naison linéaire I(e), si elle existe, est appelée la partie infinie 
de g(e) pour « > + 0 et la limite en question est appelée la 
partie finie de g(£) pour e— + 0 et désignée par 


Pf g(e) = lim g(e) — Ie). 


E>+0 E>+0 


S'il n'existe pas de telle combinaison linéaire I(e), on dit 
que Pf g(£) n’a pas de sens. 


Si g(e) est définie pour € < 0, on définit de même Pf g(e), 
partie finie de g(e) pour «> — 0. é>—0 


Cette notion s’applique à des fonctions de € dont la valeur 
est une distribution. Considérons par exemple Y(u — e)u. 
Pour e— + 0, cette fonction converge vers la fonction 
Y(u)u", mais si la partie réelle de h est < — ahs cette fonction 
n’est pas sommable au voisinage des points du céne u= 0, 
elle ne représente pas une distribution, et pour € + nse 
Ja distribution Y(u —e)u" ne converge pas dans R*. Mais 


on peut montrer que Pf Y(u — «)u" existe toujours et repré- 
e>+0 


sente par suite une distribution bien définie dans R’. Il en 
est: de même de Pf Y(s—.u)lu/. Nous verrons aussi que, 8 
| 4 
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E>—0 


k < REA, la distribution H# tend vers une limite pour € — 0, 


€ 


tandis que si k > ne, il n’y a pas de limite, mais les parties 


finies Pf H* et Pf Hé existent toujours. 
E>+0 E>—0 
Pour donner l’expression de la solution élémentaire relative 


à [], il convient de distinguer trois cas, selon la parité de p, q 
etn = p+, 

1€T cas: n impair, p impair, g pair > 0; 

2€ cas: n pair, p et q pairs > 0; 

3€ cas: n pair > 2, p et q impairs. 

Posons encore, pour n impair > 3, 


an 3—n 
Ti PT. Yu —elu °.: T,=Pf Y(s—ujul *, 
E>+0 E>—0 
et pour n pair > 4, 
2—n 2—n not 
T,= Pf Yuu—e)u? +Pf Y(e—uu * , T,=limH, :. 
E>+0 E>—0 E=0 


Cela étant, dans le 1° et dans le 2€ cas, 


est une solution élémentaire, (JE = % et (JT, = 0, 
tandis que dans le 3€ cas 


p—1 
Liga? 


est une solution élémentaire, (JE = 60, et OT, = 0. 

On remarquera que, dans le 1¢ cas, le support de la solution 
élémentaire E est la région u>0 de R" limitée par la surface 
du cône u = 0; dans le 2€ cas, le support de E est l’espace R" 
tout entier et dans le 3€ cas c’est la surface du cône u = 0. 
L’équation des ondes, pour p = 1, illustre le 1€T cas si n est 
impair et le 3€ cas si n est pair. 

Il est inutile de considérer le cas où p est pair et q impair, 
qui se ramène au {7 cas en changeant [] en — [] et u en 


HE dire tiges Te à : 
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— u. Pour g = 0, la méthode s'applique aussi et l’on retrouve 
la solution élémentaire bien connue (pour n> 2) 


n 


(4—Jn)r° 


Elle s’applique également dans les cas où n= 2, cas qui 
peuvent être laissés au lecteur comme exercice. 

Les calculs qui conduisent à ces résultats, indiqués au n° 3, 
utilisent un développement asymptotique de H., déjà consi- 
déré par P.D. Mernée dans le cas où p = 1, qui sera établi 
en toute généralité au n° 2. 

Pour terminer, on examinera dans quelle mesure les solu- 
tions élémentaires ici obtenues sont caractérisées par leur 
propriété évidente d’être invariantes vis-à-vis de tout homéo- 
morphisme C* de R' en lui-même laissant wu invariante. 


2. — Développement asymptotique de H.. 


En utilisant la terminologie de (R), nous appelons distri- 
bution tout courant de degré 0. Un courant de degré n dans R° 
est le produit d’une distribution dans R" par l'élément de 
volume dx, ... dx,, et un courant de degré 1 dans R? est 
le produit d’une distribution dans R1 par dé. 

Si T est un courant de degré n à support compact dans R, 
son image par f est le courant fT de degré 1 dans Rt, défini 
par la formule 

(2) FT = THY), 
où Y= Y() désigne toujours une fonction .C? à support 
compact dans R’. 


Désignons par ¢(%4, --+ z,) une fonction C? à support 
compact dans R’, quelconque, et posons 


(3) a= O(a, +. Up) da, ++ da, 
et 
(4) fa = F(E) dé. 
- Le fait que O est le seul point critique de l'application f 
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entraîne que F(£) est C* pour £0, et même pour §= 0 
lorsque le support de g ne contient pas le point O. Nous mon- 
trerons que les dérivées d'ordre < nées 
continues pour § —0; cela résultera d’un développement 
asymptotique de F(£) au voisinage de £ — 0, que l’on va 
établir, dont on pourra déduire par simple dérivation le 
développement asymptotique de toute dérivée F(&). 

Pour T =a, la formule (2) peut s’écrire Ÿ[fæ] = f'Y[a] 
supposant que le support de « ne contient pas le point O, fa 
étant alors C*, on est conduit à poser, en remplaçant Y par 
une distribution quelconque S dans Rt, 


(9) PS[a] = Sifa], 
ce qui définit f*S dans R" — O. Si le support de S ne contient 
pas le point = 0, cette formule conserve un sens lorsque le 
support de « contient O et définit la distribution f*S dans R’, 
distribution qui est alors nulle au voisinage du céne u = 0. 
Pour S = 6,, il vient en particulier 


H [a] = f'ôLa] = ¢.[fa] = à[F(E) dé] = F(e), 
d’où, en vertu de (1), 
Ha] = (— 1) F®(e). 
La détermination du développement asymptotique de H, 
au voisinage de € = 0 revient donc à celle du développement 


asymptotique de F(£) au voisinage de £ = 0. 
Partons de la formule (2), qui s’écrit, pour T = a, 


1=f¥wslat, … a) da … day. 


de F(&) sont toujours 


Posons. ¢ == a) rx = T5, +: + 22, de sorte que 
u = p —$#. os Hi Re et R’les Bae ery de R" définis 
respectivement par «),,=---=2,=0 et 4 =---=2,=0, 


de sorte que R" = R? x Re, et soient x’ et 2" les projec- 
ons du. point. = 2% 4 4 sur R? et R? respectivement. 
Soit. ss la sphère à p—1 dimensions de centre O et de 
rayon \/v dans R?, a’ le point d’intersection avec S! de la 
demi-droite issue ds O passant par 2’; le point 2’ est alors 
déterminé par ses coordonnées polaires a et », et en dési- 


éd __. 
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gnant par do’ l’élément d’aire (à p — 1 dimensions) de 5, 
be Là ; 
Vélément de volume de R? prend la forme 

4, 

= + ie Ee 2 PE 
dx, ... dr, = 5 edo. dv, 

On définit d’une manière analogue la sphère à g — 1 dimen- 
, | 
sions S” dans R°, les coordonnées polaires 5” et w de x", et, 
l'élément d’aire (à g — 1 dimensions) de S; étant désigné 
par ds”, l’élément de volume de R' prend la forme 


‘aire 
Be ty : LR LE D do" dw. 

2 

En posant 9(%, ..., 2) = $(%, w3 7, o”), la formule ci-dessus 

devient alors 

1 p—2 q—2 
2 9 ~ Nn 
fall] =— | de —w)e" # © E(9, w; a’, 5”) do ds” dv dw, 


l'intégration devant être étendue à S! par rapport aa’, à 5; 
par rapport à 5”, de 0 à æ par rapport à v et de 0a o par 
rapport a #. 


En désignant par ®(v, w) la valeur moyenne He” OUT) La) 
k 


Qn’ 


sur Si X Si, et par sx Ne l'aire à k— 1 dimensions 


2 


de la sphère de rayon 1 dans R*, on a 
f £(v,w30/,0")da’do” = 8_48,_10(9,), 


et il vient 
p—2 


aly] = eet [J 4e) Be, #7) 9 ” 


Décomposons cette intégrale double en la somme de deux 
intégrales étendues respectivement. aux régions 9 > # et 
g<w du quadrant g>0, w>0. En substituant à ¢ la 
variable u = » — w, la première devient 


p—2 


fo Yu) du fr Wu + æ)(u+w) * 


q—2 
w ? dv dw. 


q—2 
æ ° dw, 


344 GEORGES DE RHAM 


et en substituant u — » — ww, la seconde devient 
p= y= 2 
li Yu) (u)du f° P(y,o—u)y * (p— u) * dy. 
En posant 
| w bat Ans 
FQ) = [OE +9, ») E+m) to * de, 
p—2 JA 


FG) = fe, »—B)e * (05) * de, 
6 
(6) | Sa F,(é) pour &>0, 
EE PIE) pOtr El 


il vient alors 
felt] =f HE) F(E) dE 


et l’on a bien fa = F(&) dé. 

C’est l’expression de F(£) donnée par (6) qui va nous fournir 
son développement asymptotique. Il convient tout d’abord 
d’établir quelques propriétés de la fonction ®(», w), valeur 


moyenne de ¢(a, ..., æ,) sur S, X Sy. 
Cette fonction est définie pour » > 0 et w > 0, et il est 
clair que (0, 0) = ¢(0,...,0), ou, ce qui est la même chose, 


(0, 0) = Cox]. Le support de & étant compact, il existe un 
nombre R (dépendant de ©) tel que ¢=0O sur S, XS, 
pour »-+ > R?; par suite ® (9, æ) =0 pour »+ w > R?. 
Vérifions encore que toutes les dérivées de ®(v, w) sont continues 
pour ¥ >0 et w >(. Soient ¢’ et ¢t’ des transformations ortho- 
gonales quelconques des variables 2%,..., 2%, et æ,1,,..., Lp 
respectivement. La fonction ¢(2; @, t”’) transformée de 
¢(z) = ¢(a,,...,2,) part’ et t” ‘est, comme +; une fonction 
C* de a,..., x, et elle a la même valeur moyenne P(y, w) 
sur S, X S,. La valeur moyenne (x) = (a, ..., %) de 
o(x; t’, t”) par rapport à U' et a t”, calculée en intégrant sur les 
groupes orthogonaux à p et q variables, est encore une fonc- 
tion C* de a,...,,et asurS, X Si, la valeur constante O(», w), 
Il en résulte 


O(o, w w) = o( V/v, 0, t + Vw, 0, 
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où + \/ est mis à la place de x,},, ce qui montre que Py, w) 
est égale à une fonction C* de s — Vs et t= V#, paire par 
rapport à s, et paire par rapport à {, D(v,w) = y(s;t). 

Cela entraîne 


BE) ALES ras Cee 
poe en ered fe ts Ye ee 


dy (s, t De : ; 
Comme ne dest C*, impaire en s et paire en t, donc nulle 
pour s = 0, y,(s, t) est C”, paire en s et paire en f, de sorte 


que > #) est continue pour # >0 et w >0, comme ®(v, w). 
En raisonnant par récurrence, on voit par la même argumen- 
tation que toute dérivée de D(v, ») est égale à une fonction C? 
de s et t, paire ens et paire en {, ce qui établit notre assertion. 

En tenant compte de (6), il résulte immédiatement de là 
que toutes les dérivées de F(£) sont continues pour € Sa); 
qu’elles sont continues pour E L O0 si q est pair (qg > 2), le 
point £ = 0 devant toutefois étre présumé point de disconti- 
nuité de 17€ espèce dans le cas où p et q sont pairs. Par contre, 
nous allons montrer que pour 5->+ 0 si p est impair et 
pour §>—0 si q est impair, F(é) a une partie infinie, 
que nous déterminerons à l’aide du lemme suivant, petite 
variante de celui qu’on trouve dans (M), p. 240. 


Lemme. — Soit F(a, y) une fonction des deux variables 
réelles x et y, définie et continue pour x >0 et y >0 ainsi 
que toutes ses dérivées, et soient a un nombre positif, m 


un entier >— 1 et dun entier > 0. L'intégrale 
RER ET 


—$>$ 


Je) =I(m, d, F)= fF +8 elon. (ous ee. du 


a, pour £— + 0, une partie infinie qui est de la forme 
—2 


: _d _d bck 
Qa(—)=aak "tase | tg dt : 


si d est impair, et de la forme 
—2 


ST nd 
Py(E)= bab *+ 5028 + bE! + blog’ 


si d est pair, 
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Les coefficients a; et b; de ces expressions ne dépendent 
ni de — ni de a, et l’on a en particulier 


pour d impair, 


Oa A ME 5) 
| ieee 2/ F(0, 0) 
pour d pair >2, ba rte) » V}) 
; 2 
pour d= 0, b, = — F(0, 0). 
Démonstration. — Commençons par le cas où d=0. Si 


m > 0, on a, en intégrant par parties, 


m 


Metre atte Ue lucas == [Fw + &, es i mit 
Le ag ae 


les termes non écrits ayant une limite finie pour £ — + 0. 
Ainsi J(m, 0, F) a la même partie infinie que J(m— 2, 0, F), 
done que J(0, 0, F) si m est pair et que J(—1, 0, F) si m 


est impair. On a ensuite, en intégrant encore par parties, 
J(0, 0, F)= |. F(w+&, ») dlog (w+) =—F(0,0)logé+---, 


J(—1,0,F)= | Fw +8, w) dog (+ à + Var a 
= — F(0, 0) log £ + -.., 


les termes non écrits ayant encore une limite finie pour 
6 — + 0. Cela prouve l’affirmation dans le cas où d = 0. 


Supposons maintenant d > 0. Les fonctions F'(x, y) et 
et F(a) définies par 


Fe, y) =F FEO à pris) = MOY) 


sont continues ainsi que toutes leurs dérivées pour x >0 
et y >0, et l’on a 


F(w + & w) = F(0, 0) + (w + &) F” ( HE) + wF'(m + E, æ), 
d’où résulte 


J(m, d, F) = F(0, 0) J{m, d, 1) + J(m, d—2, F') 
+ J(m +2, d—2, F’). 


SOLUTION ELEMENTAIRE D'OPÉRATEURS DIFFERENTIELS 347 


On a d’autre part 
—m—3—d 


J(m, d, 1) = [owt (w+) dw — fw ( w+) 7 dw, 


et comme le dernier terme a une limite finie pour £—>+ 0, la 
partie infinie de J(m, d, 1) est 


ao = — Sad = Late pce —m—2—d 
fw wre > dwak* [oe pty a 


m +2 d 
MERS r( 2 ye) 


EE) 


—m—2—d 


2 


en vertu de la formule bien connue 


féptaa ay SL) 
s EU). l'(a+ b) 
L’affirmation du lemme se déduit alors immédiatement de 
ce qui précède, en raisonnant par récurrence sur d et tenant 
compte (si d est pair) du résultat établi pour d = 0 et (si 
d est impair) du fait évident que J(m, — 1, F) a une limite 
finie pour §>-+ 0. 

Pour déterminer la partie infinie de F% (&) pour § > +0 
dans le cas où p est impair, partons de (6). On obtient 


Pot ati fas 


(7) FU) Da DOE  ww)(E +) * —" 'w ® dw, 


où l’on a posé 0x, y) = eH) et où les c; sont des 


coefficients numériques qu’il est inutile de calculer pour l’ins- 
tant. L'intégrale figurant dans le terme général de cette 
expression est de la même forme que celle du lemme, avec 
m=q—2etd= 2h+2—n— 21. On voit que d est de 
méme parité que n et sa plus grande valeur, Sones Jats 


i—0, est 2h +2—n. Il en résulte que, si i> ae 9 


F,(E) et par suite F®(E) a pour §>-+ 0 une partie BA 
de la forme P_ ,_n(&) sin est pair et de la forme Q  s-n(5) 
ren =) 3 


st n est impair, et sth Seal, F(E) tend vers une limite 
finie pour §>+ 0. 
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On a un résultat tout à fait analogue concernant F{(é) 
et FE) pour £— — 0 lorsque q est impair: il suffit de 
changer — en — £ et de permuter p et q pour se ramener au 
cas qui vient d’être examiné. 

L'existence d’une partie infinie de F” (£) entraîne l’exis- 
tence d’un développement asymptotique limité représentant 
F(£) à une fonction près dont le quotient par &" a une limite 
finie pour § — + 0 ou £ +> — 0, selon le cas, développement 
qu'on obtient, à un polynôme près de degré h, en inté- 
grant À fois la partie infinie de F(£). Comme h peut-être 
pris aussi grand qu’on veut, il en résulte l’existence d’un 
développement asymptotique illimité de F(£), ou de H,, ce 
qui revient au même puisque H.[æx] = F(:), développement 
qui diffère, dans chacun des trois cas du n° 1, selon que 
e—— + 0 ou e>— 0 et dont la forme, qui se déduit immédia- 
tement de là, est la suivante. 

1 cas (n impair, p impair, q pair) 


n—2 


cd D Aer + He. : pour e>+0, 


oo 


> Ane" pour e—>— 0. 
0 
2€ cas (n pair, p et q pairs) 


| 3) Aje" pour e> +0, 
0 


(9) H. LE 
ED Ane pour e—>— (, 


3e cas (n pair, p et q impairs) 


ap Se 2 Ane" + (ES € pour e>-+0, 


boo] 


; eet 
S Ane! + Bye" * logle| pour e—>—0. 


Le raisonnement par lequel a été établie l'existence du 
développement asymptotique de F(&) s’applique de la même 
manière à F°(£). Par suite, f= (—1)* H# possède aussi 
un développement asymptotique illimité, développement qu’on 
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pourra déduire de celui de H: par dérivation. Ces développe- 
ments peuvent ainsi être dérivés par rapport à ¢ autant de fois 
que l’on veut. 

Les coefficients de ces développements sont des distribu- 
tions. Pour les déterminer, il convient d’utiliser certaines 
relations de récurrence, comme l’a fait M. Mtru&e dans le 
cas où p = 1. Considérons les opérateurs différentiels adjoints 


x a 
(11) D = D; = (a+ 2n ze 
d 


Dt = (HR +8—2n) 5 
On a les relations 
(12) Ofs=fDs, fOT= DfT. 


La première, valable pour toute distribution S dans R’, 
s’établit aisément par calcul direct, et la seconde, valable pour 
tout courant T de degré n à support compact dans R’, se 
déduit de la premiére par dualité (Cf. (M) p. 235). Comme 
fa = F(&) d=, en prenant T = «, on a f(}a = DE F(&) dé, par 
suite 
H,[C «] = à[DÉF(£) dé] = D'F(e), 
et comme (+ Hive} Tiel, 
* d d 
oma H, = Di. =(4¢7, +8 dn) 3. He 
En vertu de cette relation, le développement asympto- 
tique de (JH, peut être obtenu de deux manières : soit en 
appliquant l'opération [] aux coefficients du développement 
de H., soit en effectuant sur ce développement l'opération 


Di i 4+8—2n) LE Par identification des deux résultats, 
de de 


/ . . 
on obtient, selon les cas, l’une ou l’autre des relations suivantes 


et celles qui s’en déduisent en remplaçant A et B par A’ et B’. 
(43) A= 4(h +1) (i 4 2) Per 
(14) CAA) (142-5) Anas (8h 122) ay 


(15) OB, = 4k + Ce xs 5 Ba 
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La relation (13) et la relation analogue avec A’ au lieu de 
A sont valables pour tout À dans le 1€T et dans le 2° cas, et 
pour h< n—4 dans le 3° cas. 

La relation (14) et la relation analogue avec A’ et B’ au 
lieu de A et B sont valables pour h > _ dans le 3€ cas. 

La relation (15) est valable pour tout À dans le 1° et dans 
le 3 cas, et la relation analogue à (15) avec B’ au lieu de B 
est valable pour tout h dans le 5€ cas. 

Remarquons que le coefficient numérique de A, ,, au second 
membre de (13) et de (14) ne peut s’annuler que si n est pair, 
pour h= FES: celui de B,,, au second membre de (15) 


ne s’annule jamais, ni celui de B _:., dans (14) puisque 
n — 4 
2 


. Les formules (6) montrent que a F (ES eis Fic); o 
E> 
en résulte lim H, = lim H, = H,, d'air dans Sa les cas, 
E>+0 E>—0 


A, = Ay. A l’aide de (13) et de la relation analogue avec A’ 
au lieu de A, on en déduit A, = A, pour tout h dans le 


cette formule ne vaut que pour h > 


1er cas et pour À Se me dans le 2€ et dans le 3€ cas. Dans 


2 
le 3€ cas, (14) entraîne (pour fk ES D Ans ,=(2n—4)B,, 
et de même An ,= (2n — 4)B,, d’où B, = Bi, puisque 


Me AE. A ade de (15) et de la relation analogue avec B’ 


au att de Fe on en déduit B;, = B, pour tout h. Nous mon- 


trerons plus loin directement que, dans le 3e cas, AFS Anas 3@ 


à l’aide de (14) et de la relation analogue avec A’ et B' ai 
lieu de A et B, cela entraîne que dans le 3€ cas A, = Aj 
pour tout h. 

Dans le 2€ cas, il est commode de poser B, = A’ 


wie A h-2° 
h+ Dan LE ie 


La relation (13) et la relation analogue avec A’ au lieu de 
A entraînent alors que la relation (15) est encore vérifiée. 


| 
| 
| 


| 
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Il est alors possible, en utilisant la fonction d’ Heaviside 
Y(e), de mettre sous une même forme les développements 
asymptotiques relatifs à «>0 et «<0, et, sous réserve de 
Pégalité A,_,.= A‘_, dans le 3¢ cas et de la valeur de Bo qui 


9 > 


sera calculée plus loin, nous pouvons énoncer: 


Dans le 1° et dans le 22 cas, on a 


(16) H.~SAje" + Bye ® Y(e) 


(17) B, = ET 60 


et les relations (13) et (15) sont valables pour tout h. Dans le 1er 
cas, tous les coefficients se déduisent, par ces relations, de À, 
et de By. Dans le 2° cas, ils se déduisent tous de Ay, A,_, et B et 


Ton a (JA,_,=0. 2 
Dans le 3° oy on a 
(18) HS" © nero GF 
+1 ns 
(19) Bor Gé Dr) 
2 
n — A 


la relation (13) est valable pour h< » la relation (14) 


2 


pour i> et la relation (15) pour tout h. Tous les coeffi- 
cients se déduisent, par ces relations, de À, et de À,_., et l’on a 
DA,_.= (2n — 4)Bp. : 

2 


Il faut remarquer que le développement donné par (16) 
a deux structures différentes dans le 1° cas, où n est impair, 
et dans le 2¢ cas, où n est pair. Dans le 2 cas, comme (9) le 
montre bien, il a la forme de Taylor aussi bien pour e 0 
que pour «<0; dans le 1% cas, comme (8) le montre bien, 


il n’a la forme de Taylor que pour € < 0. 


+ 
a 


om 
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Pour achever la démonstration, il ne reste qu’à calculer By 


et à vérifier que, dans le 3€ cas, A',_,= A, ;. 
"3 LE ong hot 


Calcul de By dans le 17 cas. La partie infinie de Ce) H, pour 
e—> +0 est égale a À 


Cela se déduit directement de (8) ou (16), par dérivation. 


D’autre part, à l’aide de (7) avec h = ee on voit que, pour 


E +O, Fr, 4%) a la même partie infinie que 


—q—1 q—2 


of DE +», )E +) > æ ? dw, 


n — 1 
car pour h = 9 les termes au second membre de (7) 


qui correspondent a des valeurs de 1 > 0 ont une limite finie 
pour £— +0. En vertu du lemme (cas où m= gq —2 et 
d= 1), cette partie infinie est 


LATTES 
a ges (0, 0)F * 


et le coefficient numérique c,, qui s’introduit en dérivant 


n—1,. oe 
fois (£ + w) * , a pour valeur 


ai 
T( 2 
Herbe, Ag PNA 
fob, 1Bearsqdolsvoh à sunn/lisa 
3) 
2 
Comme 


H,{a] = F(c) = EF (e) et D(0, 0) re fa], 
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il vient 


/ q 
En tenant compte de la relation ['{ pat) ies ‘) = (—1)’ 7, 


on obtient alors facilement la relation (17). Lo 


Calcul de By dans le 3° cas. La partie infinie de ba) 4 H., 


sf 
pour €—>—+ 0 comme pour <——0Q, est alors égale à 


(+) By log |e). Cela se déduit directement de (10) ou (18), par 


i : s se ge n—2 
dérivation. D’autre part, à l’aide de (7) avec h= 


» on 
voit que, pour > + 0, F, ?/(E) a la même partie infinie que 


BPH ek 


a [DE +, w) (E+ w) hae dw, 


soit, en vertu du lemme (cas où m=q—2 et d=0), 

—c,0(0, 0)logé, et le coefficient &, qui s'introduit en 
p—2 

ney 2 (6+) * a pour valeur 


dérivant 


La relation (19) se déduit de là de la même maniére qu'on 
a obtenu (17) dans le 1° cas, à l’aide de la relation 
H,[a]= “27 Fi(e). 


Calcul de A’_,—A,_; dans les 2e et 3° cas. On déduit de (9) 


dans le 2° cas, 


n—2 | Bis 


| Ne de SAT a HH, 
| A n=2 = r n: im (à) H,, Anos r( ) lim( 7, 
PG) 


2 
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d’où 
(20) Ai fe A asf =—t rm [FO F0] 
Dye Me ane 
a. Fase. fim Lr, F,| (| 
Ar ) 


Cette relation (20) est aussi valable dans le 32 cas: elle se 
déduit alors de (10), ot l’on sait que B, = B;. Dans ce cas, 


pF) (&) et F, (we £) n’ont pas de limite pour § > + 0, 
mais ont la méme partie infinie (précisément parce que 
B, =<B,). 

Pour calculer la limite figurant dans (20), considérons la 
fonction 


q—2 


)= [DE +, #) (E + w) “eax 
Le _D(o, 0 —E)e ppre ps 


où a Fu un nombre > 0 donné quelconque, et les fonctions 
G(E) = F,(E) — K(E) et G,(&) = F,(&) — K(&). La fonction 
K(&) est définie et C* pour § > — a, G,(&) est définie pour 
E > 0 et G,(&) est définie pour — a < E < 0. 


Comme K CF) (£) est continue au point §=0, on a 
(24) 
tim LFS) @)—F, (8) Je tim[ ge) 6,7 (-9)] 


La limite au second membre de (21) ne dépend donc pas 
de a. 

G(£) et G,(§) sont représentées par des intégrales qui se 
déduisent de celles définissant F,() et F,(£) dans (6) en rempla- 


cant la limite supérieure co par a et a LE respectivement. 
Par dérivation, on en déduit 


a2) CEE PE) Loe + emt) * era, 


mn 
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et, en changeant — en — &, 

(23) 

n—2 2 ra— Af > N a 12] P—? 
oO) pen? "(2)" Lowetowsy ? ba 


3 ONE ES 


Supposons d’abord que ® (x, y) soit de la forme x®,(x, y), 
®,(z, y) étant continue ainsi que toutes ses dérivées pour 
xz > 0 et y > 0. Dans (22) et (23), on peut alors simplement 
remplacer ® par ®, et p par p+ 2; on constate qu’alors les 
intégrales sont convergentes pour § = 0 même dans le 3 cas, 


de sorte que G, ( - }) et c, ( : )(—¥) ont des limites finies 
pour £— + 0, et l’on vérifie facilement que, dans le 2° cas 
comme dans le 3€ cas, ces limites tendent vers 0 pour a—0. 
Comme leur différence ne dépend pas de a, elle est nulle. Il en 
est de même lorsque D(x, y) est de la forme y, (x, y). 

Cela entraîne que, P(x, y) pouvant toujours se mettre sous 
la forme d(x, y) = D(0, 0) + 29,(2, y) + y Dal, y), la limite au 
second membre de (21) est égale à C®(0, 0), où C est une cons- 
tante numérique, valeur de cette même limite lorsque P—1. 
En se reportant à (20), il vient alors 


+1 x 
j=0 


(24) A! ,— Ag = Peet Ci. 


; à n 
an(s) 


Pour calculer C, désignons par J.(£) et J,(£) ce que deviennent 
G(E) et G,(€) lorsqu'on remplace ® par 1. On a 


IQ = [+m et dom [Te 69° à 
Jig [oF 6-9 * de 


et 


es) | Ca tim (3,°* >]. 


E>+0 
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Dans le 2° cas, p et q étant pairs, les fonctions J,(£) et J,(&) 
sont définies et C* pour tout €; par suite, en Ape 


JQ =LOQ—Le=— fie (ey 


il vient C = 300), d’où par un calcul facile, 


0) 


En se reportant à (24), on obtient alors pour B,=A;_,—A,., la 
valeur donnée par (17). cs ig 
Il reste à vérifier que, dans le 32 cas, C= 0. En posant 


rer AT =k, de sorte que h+k— a? 
ona . 

pa h—® 4£ PARLE k= 
J@Q=f E+)" Fw aw, JG) = fe" (we) Fae, 


et l’on obtient en dérivant 


k 


5,07) = fae ) (“e+ 9) Fe ae, 
Sr 


Tag 
scar o LO G40) TE aw 


(=A ++ 
id dt eon CE ae Ÿ ÉLAËT L 
CE 
En effectuant les dérivations et tenant compte de la relation 
Dk + =) hie 
(— Bere 2 i = 2 
ae F7 ay 1 » 
MEET 


w—a—EË de 


pes 
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il vient 
Lt 
Ho (ay - va [e+e w" > dw 
r(—k+ 5) 
AE 1 
meee Mt PEt a) aries 
+ (=f yah ere Paes 
x r(i—k+ Skis) 


En posant 
nef G+ ete Fée, 


on peut alors écrire 


1 
, n—2 n—2\ ‘ke h+— 
(26) iP es, 2 fei oldies) 


où o(1) désigne, selon l’usage, une expression qui —> 0 pour 
E— +0. 

Lorsque h = k, les termes équidistants des extrêmes dans 
la somme au second membre de (26) sont opposés, cette 
somme est donc nulle, ce qui entraîne C — 


Sih > k, soit À = k + L. De la relation 


Wot ++ ott), 
k + 9 
qu'on vérifie en intégrant par parties, on déduit 
=a 1 
1L—Lh=h—-hai= D PNR NT + o(1), 


ILES PS 
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d’où, en substituant dans (26) et prenant la limite pour 


E— + 0, 


j 1 
; rh +- ;) 14 
2 y 1 


Near 5 yktitg 
EE PCA + 3) Re D 
= Say 5 me 
al malle SJ—i+ 2) 


En tenant compte des relations D(—k + 2) + 3) = (—1)*r 
et 


Nike NT + 5) Os Js 


il vient 
2 lt 1 2k+l—1 4 
sor easy eee a DE nt 
RS" Rs. j=9 4 = =0 Seg 


et l’on vérifie facilement que l’expression dans la parenthèse 
se réduit à zéro. Le calcul est presque le même si h < k. 
On a donc bien toutjours C = 0 dans le 3 cas. 


3. Solution élémentaire. 


A l’aide du développement asymptotique de H, établi au 
n° 2, nous allons déterminer la solution élémentaire de [] et 
démontrer les résultats énoncés au n° 1, de la même manière 
que l’a fait M. Méruée dans le cas de l’équation des ondes 
où p= 1. 

En posant, pour n impair >3, 

2—n 
S,= Pf YE— 4] * 


€ > +0 


Se PF YEH? 


ae dt 
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et pour n pair > 4, 


2—n t=n nt 

S,= Pf V(E— 6) ? + Pf V(e— EX *, sys 1) 
E>+0 &>—0 É 

la distribution la plus générale S dans R' satisfaisant à l’équa- 

tion DS = 0 où D est défini par (11), est donnée par 


S = aS, + bS + c, 


avec trois constantes arbitraires a, b et © (voir (M) 
p. 259-260). 

En vertu de (12), il en résulte que la distribution la plus 
générale T dans R" — O qui satisfait à QT = 0 dans R'—0 
et qui est de la forme T = /'S, est T = af*S, + ofS; + c, et il 
est évident que f*S, et f*S, sont respectivement égales (dans 
R" — O) aux distributions T, et T; définies au n° 1. Mais les 
formules du n° 1 définissent T, et T, dans R’, et non seulement 
dans R* — O; pour s’en assurer, il suffit de vérifier que les 
parties finies qui interviennent dans ces formules ont un sens. 
Cela est presque immédiat. Considérons par exemple la 
distribution 


iJ 


— 


Y(u—e)u * pour e >0; 


2—n 2—n 
2 


sa dérivée = Yu — eu * = __£? H, possède une partie 
€ 


infinie, qu’on obtient en multipliant le développement asym- 
ptotique de H, par — a et en ne conservant que les 
termes qui n’ont pas de limite pour € + 0; par suite, 
LPS ER a aussi une partie infinie et Pf Y(u— eu? 

un sens. Dans les cas où n est pair, FE Er aussi que l’on a 


a bien 


n—# 


’ ps. Don PTT RTE br of 2 /n—2 
ie lim H, = lim (— 1) (5) H, = (—1) r( 5 Jane: 
Ce qui précède montre que T, et T, sont bien définies dans R’ 
et que les distributions (JT, et OT, si elles ne sont pas nulles, 
ont un support qui se réduit au point 
Pour n pair, la formule ci-dessus donne, en tenant compte 
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de la valeur de (JA,_, trouvée au n° 2, dans le 2°.cas CT e=10 
et dans le 3€ cas ©? 


QT,= (1 (EE )0 As 


d’où il résulte que la solution élémentaire est bien celle ea i 
au n° 1 pour le 32 cas. 

Il reste à calculer []T, dans chacun des trois cas et: on, 
dans le 1° cas. 

Dans le 1° cas, on a, pour € > 0, par un calcul ticihé (cf. 


(M) p. 259-260), 


d’où 
2—n sn 
0 Y(u—eju > = 4e * Hi ey 
A l’aide du développement asymptotique de H: = Be He 
on obtient de 
4—n a—n 
fe Hosset un, 
€>+0 


d’où, les opérations [] et Pf étant permutables, 


2—n 


OTi= Pf D Y(u—eu ? = (4—2n)B,, 


d’où résulte que la solution élémentaire est bien celle: indiquée 
au n° 1. On obtient de même, pour € < 0, 


DeY(e— EE? 4e) à | 
d’où Tes 
Q'Yu— eu] * = es oak Hi haber foc 


Le ifs ehag tied lene cari À lone montre immiédiatement. que 


dans le 1° cas, PF, (9) “ie “Hi = 0, d’ où résulte ¢ que ia is ‘<0. | 


ns 
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Si n est pair, on obtient de la mème manière 


0 Y(u—e) alt it H: pour e > 0, 
CO) Y(e—u) a = a eat pour e< 0. 
Dans le 2€ cas, on déduit des développements asymptotiques 
in c 
Pye te 852 (Aa +B) 
a n—2 
At, Ge re? 
ce qui entraîne (JT, = (4— 2n)B,et montre que la solutoin 


élémentaire est bien celle indiquée au n° 1. 
Dans le 3¢ cas, on déduit des développements asymptotiques 


pré MHIETP gSb pal 9 One’ ge Holy? 


E>+0 E>—0 - 2 2 


d’où résulte (JT, = 0, ce qui achève la démonstration des 
résultats annoncés au n° 1. 

Les solutions élémentaires qui viennent d’être déterminées, 
en vertu de leur définition même, jouissent de la propriété 
d’être invariantes vis-à-vis du groupe G de toutes les trans- 
formations linéaires de R" en lui-même laissant wu invariante 
et même vis-à-vis de tous les homéormorphismes C* de R’ 
en lui-même laissant u invariante. Il est facile de voir dans 
quelle mesure elles sont caractérisées par cette propriété. 
On sait en effet que toute distribution définie dans R" — 0 
et invariante vis-à-vis de G est de la forme f”S, 5 étant une 
distribution quelconque dans Rt, et que les distributions dans 
R" invariantes vis-à-vis de G et dont le support se réduit au 

oint O sont les combinaisons linéaires des distributions 
C8o(k = 0, 1, 2, ...) (*). Il découle alors des résultats établis 
ci-dessus que la distribution la plus générale T dans R" qui 
satisfait à l'équation [IT = Bo et qui est invariante vis-à-vis de 
Gest T=E + aT, + b dans le 1° cas et dans le 2° cas, et 
T=E + aT, + b dans le 3° cas, avec deux constantes arbi- 


traires a et b. 
(5) Ces faits sont établis dans (M) pour p = 1, mais la démonstration subsiste 


quel que soit p. Voir: G. de Rham, sur la division de formes et de courants par une 
forme linéaire, Commentarii Mathematici Helvetici 28 (1954), p. 346-352. 
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Le cas où p = 1, dont on trouvera l’étude détaillée dans (M), 
présente une paniicutarite due au fait que, pour € > 0, l’hy- 
perboloide u — € se décompose en deux nappes. La gohition 
élémentaire peut alors étre décomposée en la somme 


E=E,+ E, 


de deux distributions ayant leurs supports contenus respec- 
tivement dans le demi-cône «d’avenir» (x, > 0, u=0 ou 
u > 0) et dans le demi-cône «de passé» (x, <0, u=0 ou 


u>0), et telles que QE, = CE = + bo. La solution élé- 


mentaire qui intervient dans la résolution du probléme de 
Cauchy relatif à l’équation des ondes est 2K). 

Dans le cas de l’équation de Laprace, p=n et q = 0, 
la méthode suivie s’applique très facilement. Le cône u = 0 
se réduit alors au point O et le développement asymptotique 
de H, se déduit de (16) en remplaçant A, par 0 pour tout À, 
les relations (15) et (17) avec q = 0 étant encore valables, On 
en déduit immédiatement la solution élémentaire bien connue 
rappelée au n° 1. 


4. Autre expression des distributions T, et T.. 


Je vais montrer que les distributions T, et T,, définies 
au n° 1, à l’aide desquelles on a représenté toutes les solutions 
ie Po invariantes de l’opérateur D; sont égales, à un 


= 


facteur constant près, à [] * Y(u)u " et [] 7 Y(—u)|u) : 
n—2 Bi 


pour n impair et à [] * loglu| et [] * Y(u) pour n pair. 
Un calcul facile montre qu’on a, pour € > 0, 
DEY(E—c<)8 = (2n — 4 + 4d)e*0, 
+ GTS + X(Qn — 4 + 4A) ¥(E—e) Et, 
DEV (§—e) logé = (2n — 4 + 4loge)d. 
+ 4eloge.d + (2n—4)Y(E—e)ETt, 
On en déduit immédiatement, pour € > 0, 
(26) (1 Y¥(u—e)w = (2n —4 + 4) H, 
+ 4e***Hi HA (2n — 4 + 42) Y(u—e) “4, 
(27) ( Y(u—e) log u — (2n + 4—4loge)H, 
+ 4e loge. Hi + (2n—4)Y(u—e)u 
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D’une maniére analogue, on obtient, pour € < 0, 
(28) CO Y(e—u)uf = 4e} * Hi (2n—44 A) PH, 
— À(2n — 4 + 4) Y(e — u) uP, 
(29) 0 Y(e—u) log|u| = —(2n + 4— 4loge)H. 
— 4e log |e]. Hi + (2n —4) Y(e—u)u™'. 


De (26) on déduit 


(30) O Pf Y(u—e)u = À (2n —4-+ 4h) Pf, Y(u— ce) ud! 
+ Pf [An 4 4: 42) OH. + 4e Hi]. 
Sauf pour certaines valeurs exceptionnelles de À, le second 


terme au second membre de (30) s’annule, et cette relation peut 
alors s’écrire 


Tat nn ES +) 


(31) © Pf Y(u—c)u—4 Pf Y(u—e)w. 


e>+0 rayt( 5 +11) E>+0 
Dans le 1€T cas, en l’utilisant pour les valeurs 
us D FAG a. en 

2- 2° - 2 


de À, dont aucune n’est exceptionnelle, on obtient 


ce qui peut aussi s’écrire (en tenant compte de la relation des 
compléments et de la relation de LEGENDRE): 


n—3 2 n+1 


phat You My DA 237, 


ER io = 
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D’une manière tout à fait analogue, on obtient encore dans le 
1e cas: 


3) Tip -g0" Yu) * 


Supposons maintenant que À est un entier et posons 
U= Pf Y(u—e)u + Pf Y(e—u)u*. 
Remarquons que, dans (28) et (29), on peut remplacer |u| par 

—u et |e| par —e. On déduit alors de (26) et (28): 
(34) QU=)(2n—4+4 4d)U 
+ ( Pf — Pf ner 4h)e*H, + 4e** HE], 
E>+0 E>—0 


et de (27) et (29): 


(35) CO log |u| = (2n —4)U~* 
Dans le 2€ cas et dans le 3€ cas, le second terme au second 
membre de (34) s’annule si À est un entier > —~— Le 9 7, et cette rela- 


tion peut alors s’écrire: 


ra —a)P (+ 3) 
(36) OU'H Rev) Ur, 


En utilisant (35) et (36) pour À = — 1, —2,..., 


2 


remarquant que, dans les cas envisagés où n est pair, T; =U *? 
il vient 


D + loglu= (0 7 Qn— 9 PT, 
d’où l’on tire 
LA Y hehe n—2 
(37) T, = (—1)? CO * loglul. 


D'autre part, pour À = 0, la relation (30) donne 
OY(u) = (2n — 4)A,, 
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et de la relation (13), qui est valable dans les cas envisagés pour 


hot 


> on déduit : 


Comme 


cela entraîne 


d’où finalement : 


(38) T= 


Les relations (32) et (33) pour le 1° cas (n impair) et les rela- 
tions (37) et (38) pour le 2€ et le 3€ cas (n pair) donnent les 
représentations de T, et T, que nous avions en vue. 

Pour terminer, je mentionnerai encore les formules suivantes, 
conséquences immédiates des résultats obtenus (°). 

Dans le 1€T cas, on a 


~ 


| 


TDR TE Ne ANT CET 


vo | 


D Yu) ue: 


dans le 2° cas, on a 


w la 


O?logluj=Coo, OO? Y(u)=0; 


(*) J’ai communiqué ces formules à M. Harisx CHANDRA en novembre 1954, 
en réponse à une question qu'il m'avait posée au Colloque Henri Poincaré, et il 
les a reproduites dans: American Journal of Mathematics, vol. 79, 1957, p. 248; 
mais les valeurs de certains facteurs numériques y sont inexactes. M. Harisa 
CHanpra vient de me communiquer (février 1959) qu’il a retrouvé ces mêmes 
formules par une autre méthode, avec les mêmes valeurs des facteurs numériques 
que celles données ici. Une autre manière d'obtenir et de représenter la solution 
élémentaire de l'opérateur [1] a été indiquée par Mme Fourës-BRuHAT : solution 
élémentaire d'équations ultra-hyperboliques, Journal de Mathématiques pures ct 
appliquées, tome 35, 1956, p. 277-288. 


OT M 
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dans le 3€ cas, on a 


H'beli=0, oryidseeas 


les valeurs des facteurs numériques C,, C, et C, étant 


2 
a. 
2 
q 
a 
: 

‘ 


tasmslant toh 


4 a | yi ; 

| re 
tte? | 3 ler riét mi cette pea- 

elas 49h tp hisge: ig) ana 8) of 104 (CE) 15 (CB pc À CA 

‘gol trontob (118q n} eam °C al b of nf 1y0q (8€) to (TE) anoid 
| ou de soolve evo si LÉ s3- {ob anoisataseinget? 
Aodiiprvine tolrno-rolasogns igrnanaitaeff adnan hire: ; oe 
. Om aosenee ge sh £ ver ven f 


SUR LA TRANSFORMATION DE MELLIN 
ET LES FONCTIONS A DOMINANTE ANGULAIRE 
ALGÉBRICO-LOGARITHMIQUE EN UN POINT 


par Maurice BLAMBERT. 


INTRODUCTION 


Dans ce mémoire je me propose de mettre en évidence 
l'intérêt du choix convenable d’une fonctionnelle pour l’étude 
d’une certaine classe de points singuliers de fonctions ana- 
lytiques. Cette classe est celle des points dont je conviens de 
dire (sous des conditions que je précise) que la fonction ana- 
lytique considérée ayant un point de cette classe pour point 
singulier possède en ce point une « dominante angulaire algé- 
brico-logarithmique »; elle contient la sous-classe des points 
algébrico-logarithmiques rencontrés dans l’étude des solutions 
analytiques des équations différentielles linéaires homogènes 
du type de Fuchs. (Ces derniers ont fait l’objet de nombreux 
travaux dans des directions diverses.) 

Je montre que l'application convenable de la transformation 
de Mellin (l'intégrale de Mellin étant calculée de long d’un 
rayon issu du point singulier du type cité) à une fonction 
déterminante possédant ce type de points singuliers lui fait 
correspondre une fonction génératrice dont on peut caractériser 
l’ensemble singulier. Dans des cas intéressants, par exemple 
celui de l'existence de points algébrico-logarithmiques, la 
transformée de Mellin a un ensemble singulier constitué par 
des pôles régulièrement espacés. Lorsque l’origine du rayon 
d'intégration de l'intégrale de Mellin est un point régulier 
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pour la fonction alors sous une condition de croissance la 
transformée est entière et est d’ordre à la Ritt nul dans chaque 
demi-bande horizontale gauche de son plan. Je retrouve comme 
cas particuliers des résultats anciens dus à G.H. Hardy, 
M. Fekete, M.L. Cartwright. Les résultats obtenus montrent 
qu’au lieu de caractériser un point singulier par le compor- 
tement de la fonction au voisinage de ce point il est plus 
intéressant dans certains types de problèmes de le carac- 
tériser par la donnée de l’ensemble singulier de la transformée 
à l’aide d’une fonctionnelle convenablement choisie. 

Dans un premier chapitre je rappelle des définitions et des 
locutions et même des résultats déjà utilisés dans d’autres 
mémoires et j’introduis des définitions nouvelles. Au chapitre 11 
j'étudie la nature de la transformée de Mellin, son ensemble 
singulier, et dans le cas particulier où elle est entière son 
ordre au sens de Ritt dans une demi-bande. Le chapitre m1 
est réservé à l'étude de quelques propriétés d’inversion de la 
transformation. Le chapitre 1v est consacré à l’application 
des résultats des chapitres 11 et 1117 au problème de la 
composition (au sens Hadamard-Mandelbrojt) des singularités 
des séries de Dirichlet générales. Je précise que je ne me 
suis pas proposé de faire dans ce dernier chapitre une étude 
systématique de ce sujet. Les théorèmes énoncés ont pour 
but de mettre en évidence l'intérêt des résultats antérieurs 
dans ce problème. En effet l’étude de la composition des 
points singuliers au voisinage desquels les fonctions ne sont 
pas uniformes est en général plus difficile que celle des points 
où les fonctions sont uniformes. Ici on montre comment on 
peut apporter une solution à ce problème pour une certaine 
classe de points en se ramenant à la composition de points 
singuliers de fonctions uniformes. Les conditions et les énoncés 
des théorèmes du chapitre rv ont été choisis simples à dessein 
à la fois pour illustrer plus facilement la méthode et éviter 
d’allonger le texte. Ultérieurement dans un autre mémoire je 
reprendrai l’étude systématique de ce problème dans cette 
voie. Une bibliographie très succincte termine ce travail. 


CHAPITRE PREMIER 


On considère les deux séries f(s) = Ya,e~ avec 0 < À,}00 
1 
et o(s) = Xb, e ‘tm avec 0 < u,hoo, s =o + it. On note of, of 


et of, of asennad leurs abscisses de convergence simple 
et absolue. Soit n, le plus petit entier positif tel que u, > À, 
dès que n > no, et soit k un entier positif. Le nombre que 
l’on note af” est défini de la manière suivante : il est égal à 0 
pour 1£<n<n (si Mm > 1) et à 


YO (ta— An) ‘an pour HLS Ng: 
Om < Pa) 


Ce nombre af? est appelé le n°" coefficient d’ordre k, par 
rapport à la suite {u,{, de la fonction f(s) définie par prolon- 
gement analytique de lasomme dela série La,e ‘nr, Sila suite {u.,} 
est identique à la suite {n} le nombre, 

D (n—A,,)*a 

(im < 2) 

est appelé le n°" coefficient «taylorien » d’ordre k de la 
fonction f(s). J’appelle opérateur Hadamard-Mandelbrojt 
celui qui fait correspondre la série composée Zafb,e ‘tr au 
couple des deux séries composantes, Za,e ‘" et Xb,e ‘br; la 
fonction définie par prolongement analytique de la somme de 
la série composée, à partir de son demi-plan de convergence, 
est notée H,[f, o/s}. 

Soit 5, un certain nombre réel (fini) et soit À un domaine 
(ensemble connexe de points tous intérieurs) situé dans le 
demi-plan 6 > 5, et tel que: 

a) A contient des pot s tels que Rs = o>of, 
b) la fonction f(s) est holomorphe dans A et égale a la 
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somme de la série Ya,e ‘" pour chaque se(An Pé), où P4 
est le demi-plan o > 54. 

Soit A(5,), un domaine, le plus grand s’il existe, union de 
domaines A et qui est tel que la fonction f(s) est holomorphe dans 
A(o,) et égale à la somme de sa série de définition pour chaque s 
du demi-plan Pg. L’ensemble constitué par tous les points du 
demi-plan 5 >50, qui n’appartiennent pas à l’ensemble A(5;) 
est noté $;' et est appelé «l’ensemble singulier de f(s) par 
rapport au demi-plan 5 > 5, ». Cet ensemble §;' est fermé; il 
contient les points de la droite «= 5,. On remarquera que 
les propriétés qui caractérisent A(5,) entraînent que tout point 
«ef; avec Ra > 5, au voisinage duquel la fonction f(s) n’est 
pas uniforme ne peut être point isolé dans l’ensemble $;'. La 
fonction f(s) ne peut être prolongée analytiquement jusqu’à 
un point de de le long d’un chemin contenu dans 6 >56,. La 
branche principale de f(s) est holomorphe dans 6 §;', où P; et 

P 
P;sont respectivement les demi-plans 5 > 6 et § De 

Dire que les points d’un ensemble fermé $ sont les seuls 
points singuliers «possibles» par rapport à un demi-plan 
P{os > o,) d’une fonction f(s) définie par prolongement ana- 
lytique de la somme de la série La,e~*, avec <<, signifie 
que dans chaque domaine A (dont l'intersection avec le 
demi-plan © > og est non vide) appartenant au complémentaire 
par rapport à P, de l’intersection de $ et P,: 

1) f(s) est holomorphe, 

2) f(s) = Xa,e~ pour chaque s avec 5 > af. 

Eu égard a cette définition il est évident que les points de SF 
sont les seuls points singuliers « possibles » de f(s) [ou encore 
de la branche principale de f{s)] par rapport à P. On remar- 
quera que si «e$;', a n’est pas nécessairement un point sin- 
gulier (au sens classique) pour la fonction f(s). 

On définit de la manière suivante «l’ordre généralisé » de 
la fonction f(s) dans P; ou, plus succinctement, «l’ordre Oy » 
de f(s) dans P,: 

On pose §/'(c) =u c(s, £) pour chaque se$;, où c(s, €) est 
le cercle ouvert de centre s et de rayon e. S’il existe un nombre 
v>0 tel que: 


1) à tout couple «>0, n > 0 il correspond un couple de. 
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constantes C= Ce, n) et Ty = Ti(e, n) tels que |f(s)| < Cir}'*" 
pour tout point à distance finie se C(P, n AO) avec |t| suffi- 
samment grand, |t| > T,, Py 

2) aucun nombre y < y ne possède la propriété (1), 

alors on dit que f(s) est « d'ordre Oy» égal a vy dans P, 

Si y = 0, la condition (2) est sans objet. On sait que la 
somme d’une série de Dirichlet est de la forme: 
Ya,e-h = o(|t|) pour |t|}00, o + it =s, os, (fixé fini quel- 
conque) >o%, (ce résultat peut-être amélioré, par exemple 
en particularisant la suite {A,{) et ne peut pas être de la forme 


Col 
v 


ha,e = = 0 (|r|), avec u< 0, pour |z|t 00, 


de méme qu’elle ne peut tendre vers une limite finie lorsque le 
point s s’éloigne à l’infini en décrivant une parallèle à l'axe 
de convergence dans le demi-plan de convergence. Il est 
évident que si la série définissant f(s) est une série de Taylor-D, 
c’est-à-dire telle que {À,} = {n}, alors dans le complémentaire 
par rapport à P, de l'intersection de $#(E) et de P, on a 
f(s) = 0(1). 

Posons 5%(5,) = Borne 5,se §;'. Le nombre of¢(s,) est appelé 
l’abscisse d’holomorphie de f(s) par rapport a P,. 

Posons of = Borne 3’, f(s) étant holomorphe dans 5 > 5", 


(et égale à la somme de sa série de définition dans 6 > at). 
Le nombre c est l’abscisse d’holomorphie au sens classique. 
Sic, << of on a of = o4(91); Si 04 > of, on a alors o4(c,) = 9. 
E, et E, étant des ensembles de nombres complexes, on 
appelle « somme composée » de ces deux ensembles | ensemble 
formé de tous les nombres « + $, avec ae Ey, Be E,. 
S. Mandelbrojt a énoncé les théorèmes suivants [IV. Te 


Taéorème A. — Soit f(s) = Da,e~™, avec sh < ©, «d'ordre, 
Ou» égal à y dans Ps >); soit ¢(s) = 2 be ‘tr, apec gi << 00 
« d'ordre Ou» égal à vp. dans Py(s > 02). Soient $;' l’ensemble 
singulier de f(s) par rapport à P; et $3 celui de g(s) par rapport 
Pin SE (entier) >» + y, la série Lat? be … z une ue 
de convergence absolue au plus égale à maa re of + oA) et la 
fonction H;[f, g|s] a pour seuls points oe « possibles » 
par rapport au demi-plan 5 > 5,+ max [o, c(o1)] les points 
de l’ensemble $s UD7+ - : 
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Tutorime B. — Dans les mêmes conditions qu’au théorème 
A et si s = 0 est point régulier pour f(s), alors les seuls points 
singuliers «possibles» par rapport à os >5o,-—-ok(s;) de la 

Ÿ 
fonction H,[f, ¢|s]—I,(s), avec I,(s) = 3 (—1}C}f$ eff sont 
Le fice 
59 (fermeture de l’ensemble composé des 


les points de l’ensemble 
ensembles Sf et S: 
On rappelle succinctement que: 
On pave la bande o, < ¢<c (où la constante c > max (0, s{)) 


r A it Co, . 
avec des carrés de côté € = *>q entier, et on note D(e) 


la fermeture de l’ensemble formé de tous les carrés qui ne 
contiennent dans leur fermeture ni un point de S%, ni le 
point s = 0, et qui ne sont pas contigüs à des carrés ne possé- 
dant pas cette propriété. On note D’(e) la plus grande région 
appartenant à D(e) et contenant les carrés bordant la droite 
s—c, (ceci suppose d’avoir choisi l’entier q suffisamment 
grand), et soit C,(e) la partie de la frontière de D’(e) qui ne 
contient pas la droite s = c. Les deux intégrales 
[(k + 1) da fh ds 


i (s)¢(z—s) sit 


et 
Dk + 4) F ds 
Tai Ja ft) G—s) on 


(la seconde intégrale étendue a AS est prise dans le sens 
indirect habituel par rapport a D'(e)) définissent, par prolon- 
gement analytique a partir d’un demi-plan bdnverinble du 
plan de la variable z, la même fonction H,[f, 9|z] que la somme 
de la série du thé Ae A. 


Dérinition I. 1. — La fonction analytique f(s), définie 
par le prolongement analytique de la somme de la série 


Jak *, 0<A, ho, a, 70, 


à partir de son demi-plan de convergence Rs =o > af, est 
dite une fonction de classe 1, (fe MM), si elle satisfait aux 
conditions suivantes : 


1) of =0; 


a 


Me. aie 
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2) il existe o, < 0 tel que f(s) est « d’ordre Oy » fini (égal à v) 
dans le demi-plan 5 > 9; 

3) la série f*(s) = La,e~**, avec At = Log À, admet 
of <0; 

4) il existe une constante oj, avec o; < of, telle que 
la fonction f*(s) est « d’ordre Ox » fini (égal à v*) dans le demi- 
plan o >. (On suppose, évidemment, que of est fini 
c’est-à-dire que f*(s) ne se réduit pas à une fonction entière.) 

On remarquera que la condition (4) entraîne que si f*(s) est 
entière la condition subsite en abandonnant l’inégalité. 


X = Log À, > 0, 


c’est-à-dire À,>1 pour n>1. En effet, sinon il existerait 
un certain entier ny > 1 tel que A, < 0 pour 1L<n<n et 
AX > 0 pour n > no. On aurait 


f(s) = ex { a, + fi(s) 7: avec i, (st Dauer ia 


et X*—}* > 0 pour n>2, of < oo. Il en résulterait 
fi(s) = o(1) pour cto et done |f*(s)|> lorsque choo sur 
toute droite t= 7. La fonction f*(s) ne pourrait pas être 
« d'ordre Oy» fini dans un demi-plan. 

Il est évident que la classe M est non vide. Une telle 
assertion est triviale comme le montre l'exemple suivant : 


T(s)=Se-™, 350, 
T*(s) =Cs) = BL o>0, 


1 

pute, =0, 5 = 1; l’ensemble singulier §% de la fonction 
T(s) par rapport a un demi-plan 5 > 9, avec 5 < 0, se 
réduit à l’axe ¢ = 5, et aux points d’affixes 2nrt (n entier 
positif, négatif ou nul). Cette fonction est bornée en module 
dans ce demi-plan à l’extérieur des cercles de rayon € > 0 
ayant ces points pour centres. La fonction C(s) est, comme 
on sait, de la forme Ü(s) = O(|c|) pour |z|too, o > 1/2, et 
de la forme O(1) dans chaque demi-plan 5 > 4 +e, € > 0. 
Plus précisément on sait que sl l'hypothèse de Riemann sur la 
répartition des zéros complexes est vraie alors¢ (5 + it) = O(<*) ; 
choo, pour chaque € > 0 et 5 > 1/2; cette propriété est 
connue sous le nom d’hypothèse de Lindelôf, 
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Dérinrrion I, 2. — On dit qu’une fonction ¢(z) holomorphe 
dans un angle Ÿ de sommet z,, d’ouverture y > 0 et d’axe 
de symétrie arg(z — x) = 0,, où 9, est une constante réelle, 
admet dans Ÿ au point z, une «dominante angulaire algé- 
brico-logarithmique » si pour ze avec |z — z|{0 elle a la 
représentation : 

9(2) = (2) + Y(2) 
ou: 
1) (x) et Ÿ(z) sont deux fonctions holomorphes dans >; 

2) ns est (par prolongement analytique dans Z) dans 
un voisinage circulaire ¢(z, 9), de centre z et de rayon p > 0, 
de la forme 


où chaque fonction Ÿ,(z) est holomorphe dans c(z, 9) avec 
L,() #0; les constantes g, et p, pouvant être complexes. 

On précise que sous la locution «par prolongement ana- 
lytique dans À...» on entend: puisque la fonction (z) est 
d’après (1) holomorphe dans Ÿ et considérant en un point z 
intérieur à 4 (donc |z — %| > 0) l’élément taylorien dont 
Y(z) est la somme dans un cercle (de rayon convenable non 
nul et de centre z,) si on prolonge cet élément, le long de tout 
arc (rectifiable par exemple pour fixer les idées) intérieur à YŸ 
on peut toujours atteindre un point z, intérieur à l’intersection 
de Ÿ et de c(z, p), 9 > 0, tel que par prolongement dans 
c(Z, 9) à partir du point z la fonction Ÿ(z) a la représentation 
indiquée ; 

3) la fonction 5,(z) étant holomorphe au point z par prolon- 
gement analytique dans © (dans un domaine union de l’angle Ÿ 
et d’un cercle ouvert non vide de centre z donc de rayon posi- 
tif) ou bien z est singulier pour le prolongement analytique de 
(zx) dans Ÿ auquel cas on suppose que $(z) = O(\z — |-*) 
lorsque |z — 2|\9 pour ze À, aveca < minRg,0O<r<r,. 


Deérinirion I. 3. — La fonction 
(z — Zo) *{ Log(z —;2, }}Pr— 1, (2) 


est appelée un élément singulier de la fonction « dominante », », 
attaché au point 2 et de type (q,, p, — 1). 


Ha ey 2 
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Dérinirion I. 4. — La fonction )(z) somme finie d’éléments 
de types respectifs (q,, p,—1), 0 <r<r, au point %, 
est appelée la « dominante angulaire algébrico-logarithmique » 


de ¢(z) dans & au point %. 


Dérrnition I. 5. — Le nombre — « est appelé l’ordre au 
point z de la fonction « dominée » dans &. 

On rappelle (d’après R. Jungen) [III 1] que: 

Le poids (si p, est entier > 1) de l'élément singulier de 
type (q,, p. — 1) est un complexe de deux nombres réels, 


défini comme suit: 


[qs p—1] si qg70,—1, Mug. 3, sr ave. Onze dr 
[gr Pr —2] si q-= 0, —4j\— 2, —3,<-., Das 
[—o,0] si gq, == 0, —1,—2, —3,..., pi= 1 


On remarquera que si p, = 1 et si q, est un entier négatif 
ou 0, alors z est point régulier pour l’élément considéré de Ÿ(z); 
en d’autres termes, dire que % est pour l’élément considéré 
de type (q,, 0) et de poids [— ~, 0], c’est affirmer que % 
est point régulier pour cet élément. Les poids des éléments 
singulier de la « dominante » Y(z) du point z sont ordonnés 
comme suit : 


[qs pr —1] est dit plus «lourd » que fata py 4 
si g > qv, Ou Si gi = qy et p, > Pr- 


On appelle poids du point 2 pour la «dominante» (2) 
le poids de l’élément singulier le plus lourd de cette « domi- 
nante ». 

On remarquera que la « dominante » peut ne pas posséder 
un élément plus lourd que tous les autres c’est-à-dire qu'il 
peut exister au moins deux éléments de même poids et « plus 
lourds » que les autres; il peut arriver que les éléments de la 
dominante soient tous de même poids. On convient encore 
d'appeler poids du point z pour la « dominante » le poids 
commun de ses éléments les plus « lourds ». 

On remarquera que, si au point z,, on considère un élément 
singulier du type (gr Pr — 1) il est superflu d'y considérer des 
éléments des types (g. —n, p—1), n entier positif. 

Dans le cas d’une série de Dirichlet générale les défi- 
nitions peuvent s’énoncer en particularisant comme sult : 
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On dit qu’une fonction ¢(s) admet en un point singulier s,, 
situé sur son axe d’holomorphie ¢ = 5%, (et done 5 = ote), 
dans un angle ouvert © de sommet s) et d’ouverture n > 0, 
avec Uc Pi, (où Ph est le demi-plan d’holomorphie de ¢(s)) 


une «dominante angulaire algébrico-logarithmique » si pour 
se} avec |s — 5|\0 elle a la représentation: 


?(s) = $o(8) + ¥(8), 


ou... (tout le reste de la définition antérieure et celles qui la 
suivent étant légitimes mot pour mot). 


Dérinition I. 6.— On appelle transformée de Mellin 
de la fonction ¢(z) suivant le rayon arg (z— z) = 0,, la fonc- 
tion analytique de la variable complexe s définie par le prolon- 
gement analytique de l’intégrale convergente 


a Le ét: s—1 ae :: ale ify 
ria f ¢(z)(z— 2)" dz, avec Zrz 4 Sper’ 


a partir dans le plan de la variable s d’un domaine non vide, 
s’il existe, de convergence .absolue de cette intégrale. 

On note M}¢; 2%, 9,|s} cette transformée. 

Contrairement à l’habitude (outre le fait de ne pas se limiter 
à Pintégration sur le rayon arg z = 0, avec z = 0) on a fait 
figurer en coefficient la fonction entiére - dont la présence a 

s 

pour avantage que, sous des conditions convenables, la trans- 
formée de Mellin d’une série de Dirichlet de type {A,} est 
une série de Dirichlet de type {Ai}, avec Ay = Log, 


Dérinition I. 7. — On considère un angle Ÿ appartenant 
au demi-plan Rz= x > x, d’axe arg(z—z,) —0,, ensemble 
des points z avec |z— 2| > 0, |arg (z— 2) —0,| « "; 
7 > 0; l’angle ainsi défini est tel que tout z e Ÿ de module 
fini est intérieur à X. On dit que le point z, est quasi-régulier 
pour la fonction f(z) holomorphe dans » s’il existe un rayon 
arg (2— 20) = 0, intérieur à Ÿ tel que la transformée de Mellin 
de f(z) le long de ce rayon, M{f; z, :|s}, est une fonction 
entière. 

On constate facilement que si la série f*(s) = Na,e~™, 


ret? 
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=, à * 
avec AY = Log À, et 0 < À,læ, admet oi <o, alors la 
ye wed \ LS s -~ . . 
série f(s) = Ya,e ‘" admet sf <0. On sait que la relation, 


“à 200 
ok à 
f(s) = hin | jada 
) a Fe 
où l'intégrale est calculée sur le demi-axe réel x > 0, est 
légitime avec le choix s tel que 5 > max (0, of’). 
On peut alors énoncer en particularisant I. 7 au cas des 

séries de Dirichlet: 


Dérinrrion 1.°8.— Si la. ‘série’ f*(s) = Dae", avec 
At = Log A, et 0< À}, admet 5% <oo, alors le point 
s = 0 est dit « quasi-régulier» pour la fonction f(s) prolon- 
gement analytique de la somme de la série Da,e *», si la fonc- 
tion f*(s) prolongement analytique de la somme de la série 
de type {Ax} est une fonction entière. 

Ici l'angle Ÿ est tout angle, de sommet z = 0, ensemble des 


points z avec |argz| << 9 < 7/2 et M}f; x, 0,|s} =M{f; 0; Ojs}. 


Remarque. — Si le point s =O est quasi-régulier pour 
une fonction f(s) il n’est pas nécessairement régulier pour 
cette fonction. L’exemple suivant le prouve. On considère la 
fonction : 

f(s) = D Q~ ttle. arts 

n>3 
où L,n=LogLogn et où « est une constante positive. On 
constate facilement que of = of = 0. Le point s = 0 est sin: 
gulier pour f(s). On a: 
2 —aLn. Ln p,p—shn 

f*(s) we .e 
et manifestement o{° = —. Le point s = 0 est donc singulier 
quasi-régulier pour f(s). 

On sait que J.F. Ritt a introduit pour les fonctions entières 
définies par des séries de Dirichlet une notion d’ordre distincte 
de la notion classique. On rappelle a ce sujet la définition 
suivante : 

Soit f(s) = Zae ", avec of =— 0; on pose: 


M(c) = Borne |f(¢ + it)|, — © L7T< D, 
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et on considère le nombre o défini par 9 = lim 


L,M(); c|—. 


o est par définition l’ordre au sens de Ritt de la fonction f(s) 
Entre autres propriétés cet auteur a établi le théorème sui- 
vant : 


RES 
Si f(s) = Za,e ‘» admet sf =— © et si lim > 0 alors 


Logn 
une condition nécessaire et suffisante pour que f(s) soit d’ordre 
(au sens de Ritt) égal à po est que: 


1. =—, 168 a, 
res 2 1% no, 
(avec ——=-—o si p=0 et la remarque qui en résulte 


relativement à la limite). 
Dans cet ordre d’idées j'ajoute les définitions suivantes : 


Dérinirion I. 9. — Une fonction f(s) étant définie et 
non nulle sur la demi-droite s = 5 + it), 5 60, j'appelle 
ordre semi-rectiligne au sens de Ritt de cette fonction f(s) 
sur cette demi-droite le nombre 


p= lim HL, g|— ©, 


(ou plus succinctement ordre (R) de f(s) sur s =o + it). 


Deérinition I. 10. — Si f(s) est holomorphe sur la demi- 
bande ® ensemble des points s avec ¢ <a, 1] TL, 
j'appelle ordre (R) de f(s) sur & le nombre 

L,M(c) 


p = lim #7, s— ©, 


où M(c) = Borne |f(s)|, pour s =o + ir, avec refxi, Tal. 

Dans chacune de ces définitions le symbole L,a (ou @ est 
positif) est par convention 0 si « < 1. 

S. Mandelbrojt a introduit la notion d’ordre au sens de 
Ritt dans une bande pour une fonction entière somme d’une 
série de Dirichlet convergente dans le plan et a énoncé 
d’intéressantes propriétés. 

Dans une note parue il y a déjà quelques années, j’ai intro- 
duit les notions de «type de l’ordre au sens de Ritt» dans le 


RSR D 
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plan et dans une bande horizontale du plan, et j’ai énoncé des 
propriétés relatives à ces notions telles que : expression du type 
7 de l’ordre p dans le plan au moyen des suites {a,} et {A}, 
localisation des points singuliers d’une série donnée eu égard 
au type d’une série associée dont la somme est une fonction 
entière etc... Je ne ferai pas ici usage de ces résultats me réser- 
vant d’y revenir dans un travail ultérieur en les généralisant 


ainsi que ceux qui suivent au chapitre II, dans cet ordre 
d'idées. 
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CHAPITRE II 


THéorème II. 1. — Dans les conditions: 

1) il existe dans le plan de la variable complexe z un 
angle Ÿ de sommet z, d'ouverture 2n > 0, et d’axe de symétrie 
arg(z— 720) — 4%, où 4% et n sont des constantes telles que 
10, = y| < 2/2, et il existe une constante 1. > 0 telle que la fonction 
¢(z) = O(e~*") pour |z/}æ, lorsque zed, 

2) au point z, la fonction ¢(z) admet dans langle & une « domi- 
nante angulatre algébrico-logarithmique » formée des éléments des 
types (4, Pr—1), D<r<n, 

3) la fonction « dominée » au point z dans À est d’ordre — à, 

4) on suppose Min p, > 0, P-=R,, alors la transformée 
de Mellin, Mio; x, ,|s{, de la fonction ¢(z) suivant le rayon 
arg(z— z,) = 9, avec |0, — 9,| <<  admet la représentation : 


: ro Nr vyrelli(n + s—dr) 

Mos ee Oils) ae oy eras {L,,-(8) —E,,.(s)} + Ma(s) 
ou 

P,—1 Piper Mir 


(n-+- s—q,)** 


les fonctions E,, ,(s), é,,,(8) étant entières; la fonction M,(s) étant 
holomorphe dans le demi-plan 5 > a; N, étant le plus grand 
entier positif (pouvant se réduire à 0) inférieur à gi — «; 
les y; étant des constantes. 

D’après la condition (2), on a pour ze Ÿ avec |z—z,|{0: 


L,, r(S) — Cy, rs) =f Le 1) 


o(2) = Gale) + À (@— 2) {Log (= 2)} "714, (2) 


où chaque fonction (,(z) est holomorphe dans un cercle c(Z, P) 
avec p > 0 et où la fonction « dominée » &,(z) est holomorphe 
dans 4 (on a par définition « < ming’). Soit une constante 6, 
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On suppose 0<¢<1 et on fixe z,¢ avec |z — %| = à. 
On pose arg(z —%) = 0, et on a (0, —4|<y. L'intégrale 
calculée sur le rayon arg (z — %) = 9, 


rh (2) (2— 2)" dz = lim, [2 + pour 0<el0, 


existe pour chaque s à distance finie dans le demi-plan o > a. 
Elle converge uniformément par rapport a s dans chaque 
domaine borné du demi-plan ¢ > a+ 7’, y/ >0 arbitraire 
fixé, et est une fonction (s) holomorphe dans le demi-plan 
a >a. Puisque (z — %)°{Log (z — %)}’ =o (1) pour zed 
lorsque |z — 2|{0, où e>0O et y sont des constantes, il est 
évident qu’un élément de type (q,, p,—1) est de la forme 
o(|z— 21% *) pour |z — ~|\O avec zed. Il en résulte que 
l'intégrale calculée sur le rayon arg(z — %) = %: 


{2 Y@)(e—s)'de= lim [2 pour 0<e(0, 


existe pour chaque s à distance finie dans le demi-plan 
c > Max q). Elle converge uniformément par rapport à s dans 
chaque domaine borné du demi-plan ¢ > n' + Max gs n > 0 
arbitraire fixé. On pose: 


Q(z) = o(z)e. 


La fonction §(z) est holomorphe et bornée supérieurement en 
module dans le complémentaire par rapport à l’angle > de 
l'intersection de cet angle et d’un cercle ¢(%, Po); AVEC po > 0. 

Pour arg (z — 2) = 0, avec |z — %| =p et posant p= e?, 
3 = Logo, O(y) = 0(z), on a: 


tee o(z) (z— 2) dz = e170 iE O(y)es— Her dy. 


La fonction (y) est bornée supérieurement en module pour 
y > d'. Ilest évident que quels que soient s, et s, fixés (avec |s,| 
et |s| finis, et 5 < 9) d’une part l'intégrale 


JO (yen te dy 


converge absolument quel que soit s de module fini et uni- 
= , 

formément par rapport à s dans le demi-plan 5 < 5,, d'autre 

part l'intégrale (puisque Dec. 0) : 


fr lye "dy 
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est bornée supérieurement en module dans le demi-plan 5 > 5, 
et est une fonction de la variable s holomorphe dans ce demi- 
plan. ae 

L’intégrale a ¢(z)(z—z,)° ‘dz est donc une fonction entière 
E(s) puisque 5, et 5, sont arbitraires. Réunissant les résultats 
ci-dessus, il en résulte que l'intégrale calculée le long du rayon 
arg (z— %) = 4, 


g" 
1/p" 


.. P(2)(2—%)* dz = lim 


(pour p’ et p” ba indépendamment l’un de l’autre) existe 
sous les conditions précisées relatives a s. La convergence est 
uniforme par rapport à s dans EG domaine borné de la 
bande n + Max qg << 5,, où 7 > 0 est arbitraire petit fixé 
et 5, > 0 arbitraire grand fixé. La fonction Mic; z,, 6,|s} est 
holomorphe dans le demiplan & > 1+ Maxgq,. On sait qu’il 
existe p, > 0 (et donc une infinité non dénombrable de tels 
nombres) tel que chaque développement taylorien 


Y.(2z) = Dre), 0<Kr<r 
0 


converge uniformément sur le cercle fermé c(z, fo) Gl suffit 
de choisir le nombre positif #, inférieur au minimum des 
rayons de convergence des développements tayloriens ci- 
dessus). On suppose avoir choisi antérieurement à < p9. En 
chaque point s du demi-plan cs > Max gq}, on a: 


chaque intéprale étant calculée sur le segment d’origine x 
et de longueur à du rayon arg (z — z) = 0. 
On pose p =e” et. on a: 


Le a) Log (o+a)}o dase [oto fie, 


avec 


1 œ 
fee dam efhtns) [etre Ge, — y! dy. 


TE «MER 
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Sous la condition ¢ > gi —n (é videmment satisfaite par le 
choix de s dans le demi-plan précisé ci- dessus), et la condition 
(4) (plus précisément sous la condition p, > 0 si 0, = 0), 
quel que soit 0, réel fini, l'intégrale du second membre converge 
et c’est la transformée de Laplace de la fonction (10, — y)?r = 
calculée au point n + s — q,; soit L,.,(s) cette fonction de s. 


Il est évident qu’elle se réduit à l’expression UE 
lorsque 0, = 0. (n + 8 — qr) 
On a: 


. yal 
I, dent ea (8 1 loire, avec <0. 


0 


Sous la condition (4) et quel que soit 0, réel fini, cette dernière 
intégrale existe (plus précisément avec p, > 0 si 0, = 0) 
en chaque point d’affixe s et définit une fonction entière E, ,(s) 
de cette variable s. (On rappelle qu'ici on a |0,| << 7/2.) 
Réunissant les résultats, on a pour s avec 5 > Max q,: 


J “¢(2) (e—a)''dz= SY D yew, ,(s) —E,, (8) } 
: + ®(s) + E(s) 


Remarque. — On calcule facilement la fonction L,,,(s) 
en utilisant le théorème des résidus; en considérant dans le 
plan de la variable complexe Sens u le rectangle dont les 
sommets sont les points d’affixes 0, y,, 14, 10, +y,, avec 
Ru = y, on constate facilement que pour y,\o, on déduit: 


Lyle) = fe 27 y)" dy = ey (6) 
0 4 
eee Ÿ : —i0in+s—q,) 
“oii a 
SES 


sous la condition p, > 0 et avec le choix ¢ > gr, quel que soit 
n entier positif ou nul. | 

En outre si 0, —0, on a e,,,(s) = 0. 

L'ensemble des résultats ci-dessus s’énonce : 

Dans le demi-plan 5 > 4, la fonction M}9; 2, Q,|s} admet 
la représentation : 


To N; era = SS Ip) 


| Mis; Zo9 9, \s} = 2 bs MT L,,(s) = En(8) 5 7p M (5), 


r=0n=0 
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où M,(s) est une fonction holomorphe dans le demi-plan 5 > «, 
et où N, est le plus grand entier positif (pouvant se réduire a 0) 
inférieur à q, — &. 

Etude du cas où 2 est régulier pour ¢(z). 

On précise que sous la locution « z régulier pour la fonction 
¢(z)» on entend qu’il existe un cercle, de centre z) et de rayon 
positif, c(z, pe) tel que ¢(z) est holomorphe dans le domaine 
du c(z, ¢). Considérer le cas où z, est régulier pour ¢(z) revient 
à se limiter au cas particulier: 9 (z) =0, ro = 0, po = 1, 
Jo entier négatif ou nul; la fonction }(z) = ¢(z) = (2— 20) “Y,(2) 
étant holomorphe dans le domaine Zu c(z5, ¢). Les fonctions 
E,,-(s) se réduisent aux seules fonctions 


SU RGO FE de) 
E,(8) = ferme 5S 
0 n+s—q 


et les fonctions L, ,(s) se réduisent aux fonctions 


e O(n +s— 0) 
L,,o(8) = enols) + ————— 


DES, 
avec 
Pia (is e i0(n+ s—qo) 
pe Peto sewn 
0 N+ S—q 
c’est-à-dire que: 
1 
BOIRE Me CREER 
his 49, 


D’où la représentation (puisque ¢9(z) =0 entraîne (s) =0) : 
wo 4, o(i04+ 6") (n+5s—qo) E 
M 5 09 6, Si — Bf A ESE n€ E(s) 
RTE 2) Le 


pour la transformée de Mellin calculée le long du rayon 
arg (z — 2) = 0, de l’angle ». 
Avec le choix antérieur de à on a — à > Im Leshal., il en 
résulte que la série Je 
ZG etna) 
converge absolument quel que soit s, avec |s| fini, puisque : 
lim {T(s)(s + n — q)} existe et est fine 0 


lorsque lim (s + n — q)) = 0; n entier fixé. 


ait, 27 
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La somme de cette série est une fonction entière. 

La fonction M$¢; 2, ,|s} est une fonction entière de la 
variable s. Pour préciser l’ordre de cette fonction sur le demi- 
axe ¢ < Q, on constate que la fonction entière : 


E(s) = ea [ e@(y)en ve" dy, 


Ni 


puisque © <0, est du type exponentiel, pour oj/— oo sur 
chaque droite 7 = 7, où 7 est une constante arbitraire fixée; 
on a E(s) = O0(eÿ°) pour c)—o avec t=. On considère : 


ae v (ths + 8'Xn—4qo) r+o—1 eût + Op 


Vie —, ee Seen ss 


APoyeraa) Tere us à 

Il est évident que les 1€T et 3€ termes du second membre sont 
nuls pour s = —r, r (entier positif) >—gq, + 1. On a, en outre, 
lim eae = (—1)"T(4 + r) pour s——r. Il en résulte 

l'(s)(s + r) | 

pour s—>—r: limMie; 4, %|s} = (—4)’y-.,0'(1 + 7). I 
est évident que y, — 0 (e °”") pour rl, puisque à > 0 est 
choisi inférieur au rayon de convergence du développement 
taylorien de 4,(z) au point zp. La formule des compléments pour 
la fonction ['(s) permet de constater tout aussi facilement que, 


pour s appartenant à la droite s— 5 +1, avec % fixé, 
g/— ©, on a: 


\ 


Mfy; phe 6,|s} = O(eXT (1 —5)). 


Cette propriété est encore vraie dans toute demi-bande 
LT LT 5 << uniformément par rapport à 7(%, % et 7 
étant des constantes arbitraires finies). 

La fonction M{¢; z, 9,|s{ est d’ordre (R_) égal à 0 dans chaque 
demi-bande 7, LT 72, 5 To (715 Te, % étant des constantes 
finies arbitraires). 


Taéorème IL. 2. — Dans la condition (1) du théorème (IL: 1) 
et si le point x, est régulier pour la fonction ¢(2) holomorphe 
dans Vangle Ÿ, alors la transformée de Mellin, Mio; 20, %\s}, 
suivant le rayon arg(z — %) = 0, avec |8,;—4%| <7, est une 


_ fonction entière dont l’ordre (R_) est nul dans chaque demi- 


bande T1 LT < Tes 7 < %o- + + 
Particularisant le théorème Il. 1 aux séries de Dirichlet 


générales, on peut énoncer : 
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TuéorèMe II. 3. — Sous les conditions: 


1) La série ¢(s) —=Y be ‘br, admet a%{< 0 et oi =0 (on 
suppose 1, > 0); 

2) Au point s — 0 la fonction ¢(s) admet une « dominante 
angulaire algébricologarithmique » dans un angle & (de sommet 
s — 0 et d'ouverture larg s| << n avec n > 0) formé des élé- 
ments des types (q,, p-— 1), 0<r<r; 

3) La fonction « dominée au point s = 0 dans & est d'ordre 
—a; 

4) Min p, > 0; 
alors la transformée de Mellin M{¢; s{=M{9; 0, 0| side la 
fonction ¢(s) admet, dans le plan 5 > «, la représentation : 

Migs = 3 (ap SE) PE, (6) + M (s), 
n=ol(s)((n+s—g}r | 


r= 0 


où les fonctions E,,,(s) sont entières et où M,(s) est holomorphe 
dans 5 > a; N, étant le plus grand entier inférieur à q, — «; 
les y, étant des constantes. 

Si o*(s) = be ‘br, avec uÿ— Logu, et 0 Lu}, et si 
¢(s) = be», on a rappelé antérieurement que la relation 
classique, 


L'(s)p*(s) = [7 p()x du, 


est légitime en tout point s (avec|s| fini) du demi-plan ¢ > max 
(0, oh"), et que oŸ << entraîne sf < 0; on sait aussi que 
cé << O0 entraîne of = — o, et que si s=O est régulier 
pour ¢(s) alors ¢*(s) est une fonction entière si seulement 
dé < ©. (On rappelle d’autres résultats connus dans les 
remarques à la fin de ce chapitre.) On ne suppose pas ici 
que œ(s) est une fonction de classe M. Particularisant encore 
davantage le théorème II. 1 on énonce: 


THéoORèÈME II. 4. — Sous la condition, la fonction ¢*(s) 
admet 5% < , et les conditions (2), (3), (4) du théorème II. 3, 
alors la fonction ¢*(s) est identique à la fonction M\¢;s}) du 
théorème II. 3. 

Eu égard aux théorèmes II. 2 et II. 4. on énonce: 


THÉORÈME II. 5. — Si la fonction 9*(s) définie par prolon- 
gement analytique de la somme de la série Zbe-‘#, avec 


wae 
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ak <0, est une fonction entière, alors il suffit qu’il existe une 
demi-droite s = os + it), 5 < 50, sur laquelle son ordre (R ) 
est positif, pour que le point s = 0 soit singulier quasi-régulier 
pour la fonction 9(s). 

Si la «dominée» au point z dans À est régulière en ce point 
(par prolongement dans À) on énonce : 


TutoriMe II. 6. — Dans les conditions (1, 2, 4) du théorème 
(II. 1) et si la « dominée » est régulière au point % alors dans la 
représentation de M\z; %, %\|s{ obtenue dans ces conditions, la 
fonction ®(s)/[(s) est entière et d’ordre (R_) égal 40 dans chaque 
demi-bande 7, < tT < Tes © << 5. 

On montre en effet très facilement que (s) est de la forme 

d(s) m xi, + 8 S verni 
n=o (S+n) 
où {y,} est la suite des coefficients du développement taylorien 
de la «dominée » au point %, et où © = Log à avec 6 > 0 
inférieur au rayon de convergence de ce développement et 
satisfaisant à la condition antérieure. 


Remarques. — Le théorème II. 4 contient comme cas 
particuliers des résultats anciens dus à G. H. Hardy et M. 
Fekete, et repris par M. L. Cartwright. 

I) Si la fonction «dominée» est identiquement nulle et 
si la « dominante » se réduit à un seul élément de type (q, p — 4) 
avec q entier négatif ou nul et p = 1, on a dans chaque demi- 
plan 5 > a’, quel que soit o’ fixé: 

yee? 


ARR LOI Er RS 


où v/(s) est une fonction holomorphe dans le demi-plan 5> 5 
et où Nz est le plus grand entier inférieur a qg— 5". La fonction 
o*(s) est entière. | 

II) Si la fonction « dominée» est identiquement nulle et 
si la «dominante » se réduit au seul élément de type (q, p — 1) 
avec p = 1, alors g*(s) est holomorphe dans le plan sauf 
peut-être aux points de la forme q — n ou n est zero ou un 
entier positif. Si q est un entier positif, les seuls poles possibles 
sont les points q, q — 1,4 — 2,..., 3, 2, 1. Sign'est pas un entier 


: . > 3 x , SES 5 
négatif ou Zéro, c’est-à-dire si 9(s) admet à l’origine un point 


7 
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à 
de branchement ou un pôle, alors 9*(s) admet nécessairement 3 
des pôles à distance finie. Ces résultats sont dis à M. Fekete 
et G. H. Hardy. ‘ 
III) Les théorémes II. 3 et II. 4 sont des extensions aux 
séries de Dirichlet générales d’un résultat exprimé par 
M. L. Cartwright au sujet de la «réduction riemanienne des 
séries de Taylor aux séries de Dirichlet ordinaires ». 4 
4 
- aamol Ar: ioe rage! MATE BD at tek Hiaws paf, sfr , al j2n bivd seey » 
DT © says 6 got fo 19 4 Joog.ns «<adnimel si oh: « 


1%. Jnamoqdolnyah 29 sb eonepisyios ab HOVET us aserdbas 


oiariian gouibaqs ef & ineeeleaee ey 


an + eorstoc Iritaow hh ap Seas LA os stone 4 
Ses vhisH .H D & ech anssons atativedy gob arsiluoising J 

‘ dgereiis) SN deg zinger fo Sto5 | 
ee te oflvi ns boat. $29 e séuiurob » nojtouot. al 4a {hE ~ "y 
ae qa) oyyerebesioeaS!5 fine dt PhS at srsitfto #3 
ado prets 2 noe 2249 Iba we liteGaa Hane 


CE patna ges Ria Dn fs 
sec oe an vo he 


CHAPITRE III 


On rappelle que si ¢(s) est la somme (ou son prolongement 
analytique à partir du demi-plan de convergence) d’une série 
de Dirichlet de type {y,{ alors &*(s) représente la somme 
(ou son prolongement) de la série associée de type fur}, avec 
ux — Log, (la suite des coefficients étant la même pour 
les deux séries). Dans les deux théorèmes qui suivent la pro- 
priété « d’ordre Ox fini dans un demi-plan » à laquelle satisfait 
la fonction ¢*(s) entraîne (comme on l’a vu dans le chapitre 1) 


li > 1. 


TaéonèMe III. 1. — Si of Lo et si œ'(s) est à la fois 
holomorphe et «d'ordre Ou» fini dans le demi-plan 5 >", 
avec — © ot < 7 (et notant Ÿ un angle ensemble des points 
s avec largs| << et 0 <'n L 7/2), alors il existe un poly- 
nôme P(s) tel que: ¢(s) — P(s) = O(|s} 77°), lorsque |s||0 avec 
se pour chaque £ > 0, suffisamment petit. Le polynôme P(s) 
est identiquement nul si 5° > 0. 

On rappelle un résultat classique : On sait que pour chaque 
valeur s, à l'exception de s réel négatif, on a: 


Log ['(s) = (s —1/2) Logs —s + (1/2) Log (2x) + ¢(s), 
ou 


co co 


— 1 
= (1/2 LS eee 

(CPE 2 ppt Det? 
et ou on représente par Log s la branche principale du loga- 
rithme complexe de s (c’est-à-dire le prolongement analytique 
de la détermination qui est réelle pour s réel positif) dans le 
plan ouvert par la coupure constituée par le demi-axe réel 


négatif. 
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On pose s = |sle”. Si le point d’affixe s appartient à l’en- 
semble $ union des deux demi-bandes définies par oe [c’, c], 
lt] > % > 0, s— 06 + it, où c < c et 7, sont des constantes 
finies, alors i existe un couple de constantes positives n et 7 
telles que 0 < 7/2—7 < |b} < n/2 +7’ si se®R et on a 
+0 > 0; on pose |6|= 2/2 + v et ona: |s*~*?| =|s|°- 1? er 
en outre, on a e(s) = O(4/|z|), pour |r|}, uniformément par 
rapport à sec’, c]. Ainsi à ce couple de constantes, © < ¢, 
arbitraires réelles fixées et à ¢ > O arbitraire fixé aussi petit 
qu’on veut on peut faire correspondre un ensemble * union 
des deux demi-bandes définies par: 


e[c’, cl, rx 0 
et tel que: 
[[(s)| rat e7 | tae) 


quel que soit se 8". 

On choisit & > 0 de sorte que o + €, ne soit pas un entier 
négatif ou 0 et on considère le rectangle R de sommets 
ote, tiT, ctiT, avec la constante c > max (0, oi’). On 
remarquera que o soit ou non un entier négatif ou 0, on 
peut toujours choisir pour ¢) tout nombre positif suffisamment 
petit. On pose z= /zle" avec [1 Æ0 et 0 < [ow] < 7/2 —e, 
où €, est une constante positive fixée arbitrairement petite. 
Notant Log x la branche principale du logarithme complexe 
de z, on constate (eu égard à la majoration de |l'(s)| dans &*) 
que : 

lim [2 l'(s)c“(s)e- "108" ds = 0 
Se HiT (s)¢"(s) D pour IT|Îco, 
l'intégrale étant calculée sur le segment joignant le point 
o* + 69 + iT au point c + iT. 
Représentons par (o*) le nombre d’entiers négatifs supé- 


A 


rieurs à o"-si o° <—d, et 0 si — 1 < o* < 0 et posons 


E(s) = Tay On a comme le montre un calcul facile: 
g (2) neti io np sys Greaves ah) PSE SAR P 
2ri hu TL obi haye di % (z Wp 


(cette relation d’inversion de la transformation de Mellin Free 
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légitime sous la condition 5% < æ et le choix c > max (0, o{)), 
avec 


CS) @*(__ 7) ai 
Pt) Fite 
j=0 D ==)) 


et P(z) = 0 si o* est non négatif. 
Eu égard à la majoration utilisée pour |l'(s)| et à la propriété 
d’ordre fini de ¢*(s) dans 5 > 5°, on a: 
OF + Ep +10 * Ge GR € 
l'(s)g"(s)z—"ds—0(zf""-%), pour  |zl|0, 


y TF + Eo—ix 


lorsque z est intérieur à l'angle Ÿ, ensemble des points z avec 


larg 2| << 7/2 — &. 


Tutorime III. 2. — Sous les conditions: 

1) La fonction ¢(s) est de classe M, 

2) Il existe un nombre réel a, satisfaisant à LA < ote, 
tel que dans le demi-plan > « la fonction ¢*(s) est méromorphe 
et ne possède qu’un nombre: fini de pôles tous d’affixes non nulles 
et non entières négatives, alors le point s = 0 est singulier pour 
¢(s) et en outre, en ce point, la fonction admet une « dominante 
angulaire algébrico-logarithmique » dans tout angle & ensemble 
des points s avec |args| << %/2— 4, n > 0 arbitraire petit. 
(La constante réelle o; ayant la signification précisée dans la 
définition d’une fonction de classe Av.) 

Il est évident que les pôles de ¢*(s) intérieurs au demi-plan 
s > « sont tous situés dans la bande a < 6 < oy. On peut 
toujours supposer «40 et non entier négatif puisque, si ce 
nombre « de l'hypothèse (2) ne satisfait pas à cette condition, 
on peut toujours trouver x => « tel que tous les pôles de ¢*(s) 
du demi-plan o > « (puisqu'il n’en existe qu’un nombre fini) 
appartiennent aussi au demi-plan 5 > @. 

Dans ce qui suit, pour la liaison avec l'énoncé du théorème 
on choisit z à la place de s pour représenter la variable indé- 
pendante dont dépend la fonction gp”. 

On sait que la relation, 


si C+ic z 1 
es)=5—] Pele (z)s~* dz 
est légitime pour chaque s à distance finie dans le demi-plan 
s > 0 et avec le choix de la constante 


c>max(0, 2%), où Rz=2x. 
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Eu égard à la condition (2) il existe une constante c' Æ 0 
non entière négative telle que la fonction ¢*(z) : 

1) ne possède qu’un nombre fini de pôles dans la bande 
e Lar<ry,; soient ‘z, 1<p<N,,.ces péles. d’ordre 
respectifs M,; 

2) est holomorphe sur axe Rz = c'; 

3) ne possède pas d’autres points singuliers à distance 
finie dans le demi-plan x > c’ que les pôles z,, 1 < p< N; 

en outre il existe une constante 2; < c’ telle que: 

4) la fonction ¢*(z) est « d’ordre Oy » fini dans le demi-plan 
a> 2. 

On considére dans le plan de la variable z le rectangle ouvert 
R de sommets € + 71Y’, ct 1Y’, où Y’ > O est choisi suffi- 
samment grand de sorte que chaque z,eR, 1 < p < N. 

Si c’ << —1 on représente par (c’ ) le plus grand entier 
positif inférieur à |c’| ou 0 si —1<c <0. La fonction 
['(z) possède les pôles 0, — 1,—2,... à l’ordre 1. Sic’ <0 on a: 


As ra PER jar 


k rs se ns 1)’ 
où [’,(z) est holomorphe dans le demi-plan x > c'; [, = Fr +h 
étant le résidu de ['(z) au pôle — r. On note fa;} la suite des 
coefficients du développement taylorien de o*(z) au point — r, 
avec r entier. Le résidu de la fonction [(z)9*(z)s~* au point 
z= —r est pour s quelconque dans le demi-plan ¢ > 0 égal 
à a’ I's". 

Dans un voisinage c(z,, 9), de centre z, et de rayon 9p >0 
suffisamment petit, la fonction 9*(z) est de la forme: 
+ ‘ _ A; 
= (z) + D Rod 


+ L(2), 


+?) 


où $(z) est holomorphe dans le cercle c(z,, p) et où les A’ 
sont des constantes, avec AUS se \ 

Choisissant s M Aid Rs finie avec o > 0 et pour Log s la 
branche Canne, le théorème des résidus pos pate: 


sic’ < 0: 


fh, D(z)g"(z)e "5" dz = si Rp (D(z) ¢" (ze foe 4. S al,s" 


r=0 
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où Rpt D(z)g"(z)e 6" désigne le résidu de la fonction entre 
crochets au pôle z,. Dans le cercle c(z,, 9), si p >0 est suffi- 
samment petit, on a: 


s~*['(z) = s~7e D d(z—2,)", 

avec 

r yr—h h 
od > [— 1)" {p (Log s) 

2 [(h + 1) 
où on note {y;} la suite des coefficients du développement 
taylorien de ['(z) au point 2). 

Par conséquent, on a: 


R,{T(z)g*(z)s-7} =s-” Op. kot 


En définitive, on a: 
=: 


43 = N Lot Re vo — ( * {e') f 1 
eh 2. > AD 1) Th) + ¥ ailes". 


p=i r=1 h=0 r=0 


si c’ > 0, alors le polynôme du second membre disparait. 

On considère le point z = |z\e", avec |6| <7, (Oy > 0), a dis- 
tance finie, intérieur au plan ouvert suivant la coupure & < 0, 
y = 0. Eu égard à l'expression rappelée pour Log l(z) et à 
l’ordre de ¢*(z) dans le demi-plan x > z* on constate faci- 
lement qu’à n > 0 arbitraire petit fixé on peut faire corres- 
pondre un nombre positif fini Yo, et qu'il existe des constantes 
positives M et n' telles que, pour NV NS, On A: 


de ee La)?" (2) dz EME he Izj-* (Isle) "1801 de 


avec s = {sleï, [s 40 et 10] < 7/2 — n (lintégrale étant 
étendue à chacun des deux segments précisés de la frontière 
de R). 

Soit. une constante 7," telle que 0 < n° < n, on peut toujours 
lui faire correspondre un nombre positif Y suffisamment grand 
(mais fini) tel que: |8 — 6’| > n" pour tout pomtze R, (avec 
§— 0’ >7" pour ze et y> 0, et § — 6’ < —y pour 
ge avec y<0) où & est l'ensemble union des deux demi- 
bandes : 


Rz=zel[ce,c],  |yl\>Y:. 
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En outre, on a y(ô — 6’) > 0 lorsque z appartient aux deux 
segments joignant (avec correspondance des signes + d’une 
part et des signes — d’autre part) les points ¢ Æ1Y' aux 
points c+iY’, YŸ' > Y,. Cette dernière remarque entraine 
(avec correspondance des signes) : 


y fone oil), pour. Yes: 
Il en résulte : 
lim, EP (2)e*a)en? de = fe ange 
pour Y’}oo, et 


4 c+ ico 5 A me c' + io 
sofas P(z)¢*(z)s =] 7 


le: Mp r—1 (c') 
PS eve SAS LES ele 
P=! r =1 h=0 T0 


Comme au théorème III. 1, on constate que: 
[ET ds = O(s|-*) pour (s0 


avec se À (où À est l’ensemble des points s avec |args| << t/2—n, 
n arbitraire positif petit fixé). Cette intégrale est une fonction 
holomorphe dans le demi-plan & > 0. On considère la fonction : 


Ys) = À Wis)s 


avec 
fr Mp de de | 1)"y57""" (Log s)" 
¥ols) Dh dy Saal 


pour s à distance finie dans le demi-planc > 0. On peut écrire : 
a EL" (Log s)! angen 
bas) FE x [(h 4. 1) Pre : | 
Il est impossible que la fonction 4,(s) soit identiquement nulle, 


et ceci pour chaque indice p. En effet, la condition nécessaire 
et suffisante pour que d,(s) = 0 est que: 


Mp 
x Arye "= 0 


r=h+1 


pour chaque entier h avec 0 << h<M,—1. L’ensemble des 


mere ce i 
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M, relations ci-dessus peut être considéré comme un système 
de M, équations linéaires (p étant fixé) à M, inconnues, 2%, 
satisfait par le sytème de solutions Aj, 1 <r < M, (les A; 
étant, eu égard à leur signification, non tous nuls). Le 
déterminant de ce système, est égal à ()"-0 puisque 
yp =T(z,) #0. L’assertion est établie. 

La fonction s~*»),(s) possède au point s—0 un élément 
singulier de type (z, M,— 1). Le point s = 0 est de poids 
[x, M, — 1] pour cette fonction. Si c’ > 0, la « dominante » 
se réduit à la fonction J(s). Si c' < 0 le polynôme peut être 
considéré comme un élément de poids [— %,0] de la domi- 
nante. 


REMARQUE 1. — Chaque pôle z, contribue à déterminer pour 
la dominante des éléments des types (3, M,—n—1) avec 
0 <n (entier) < M,—1; correspondant aux N pôles z, il 
existe effectivement dans la dominante N éléments de poids 
[z,, M,— 1], 1< p < N. 


REMARQUE 2. — On peut démontrer un théorème analogue 
à III. 2 sans supposer les pôles d’affixes -£ 0 et non entières 
négatives (avec des modifications convenables si besoin est 
pour les assertions relatives aux types des éléments). Cette 
condition n’a été formulée que dans le but de simplifier quelque 
peu la démonstration. 


CHAPITRE IV 


H,[f, 9|s] représentant comme on l’a rappelé au chapitre 1 
la fonction obtenue par application de l’opérateur Hadamard- 
Mandelbrojt au couple des fonctions composantes f(s) et 
œ(s), c’est-à-dire le prolongement analytique de la somme 
de la série LYat?b,e~**, on note H{{[f, o|s] la fonction définie 
par RE de la somme de la série associée, comme 
ci-dessus, de type {uz} et ayant la même suite de coefficients, 
Les notations relatives à la fonction fe M ont été introduites 
dans la définition. On précise maintenant en vue de ce qui 
suit celles relatives à g(s) si ge M; on a: 5Ÿ<Coo, cf, — 0; en 
outre, il existe 5, << 0 tel que ¢(s) est «d’ordre Ox» fini (égal à w) 
dans le demi-plan ¢ > o,, et of < of tel que 9*(s) est 
« d'ordre Oy » fini égal à u* dans le demi-plan ¢ > 5%. On a 
of = oi = 0 puisque of < © entraîne of <0, et que Le ==") 
(et l’analogue pour la fonction æ(s)). 


Lemme 1. — Si les séries f*(s) = Ya,e " avec »* > 0 et 
g'(s) = Xb,e~*"* possèdent respectivement des abscisses de 
convergence absolue o4" et s%, finies, et si k est entier positif 
quelconque alors la série 


Hilf, ¢|s] = Lattrb,e 


possède aussi une abscisse de convergence absolue, ott, < a. 

Il est à remarquer qu’ici on a construit formellement la 
série du lemme a partir du couple des séries définissant les 
fonctions f(s) et ¢(s), où k est un entier positif quelconque, 
en utilisant la définition de af donnée au début du chapitre I, 
au moyen des trois suites { PE {unt, {da} (sans assujettir ces 
fonctions à être de classe M). 


errors aya 
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On a 
(RP Es Q * *\k 
a Ce > (er en) an 
Qin < Hi) 
ca = pin ND 
= e*tn a, An \ d (An Pn)? 


gay E(t 4) 


A 
Qin < Pr) 


On constate facilement que 


avec 
a =)? pour 0O<p<k—1 
P-((—1)'T(k +1) pour p=k. 


Par conséquent, on a: 


en posant 


ai = 3 (Xe 
Lh CHA 
La constante a est le n°" coefficient d’ordre p de la 
fonction f*(s) par rapport à la suite {un}. 
La majoration suivante est évidente: 
(P) fe cA œ dt 
age e , , 
| Pat aa [ crea s=c+ UT, 
Tots & J ih 
où n > 0 est arbitraire petit fixé, avec ¢ > max (0,54) (Cet c 
sont des constantes indépendantes de l’entier positif p), 
c’est-à-dire que: 


ag < SEE A) es, 


On a, par conséquent : 
P 
Sa b,e Hi] < C" DD ea =) rs res 
n ite 


Si on choisit c > max (k, sk) la condition ci-dessus pour c 
est a fortiori satisfaite et la série double converge sur le demi- 
axbitor ic + of kv llen résulte ‘of oo. | 

Notons $5, l’ensemble composé de l’ensemble 9% et 
du point d’affixe — J. 
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THÉORÈME IV. 1. Si les fonctions f(s) = Ya,e ‘" et 
o(s) = Xb,e~*?" sont de classe M, alors la fonction Hi[f, + |s + k], 
avec k (entier) > v* + u*, a pour seules singularités « possibles », 
par rapport au demi-plan o >o2+ max (0, o4(c7)] les points 
de l’ensemble 


(U 33.) Si, OS <k. 
7 


Sous la seule condition que 4 << 2% et oi < æ avec le choix 
de la constante c > max (0, 54) et de k entier positif on sait 
qu'on a, pour z tel que Rz > c + of: 
| T(k + 1) ti ds 
Hf =) [7 f (e)9@—s) 


2m a s 


Du lemme antérieur on déduit (puisque ici f et + étant de 
classe MW, on a of Lo et af’ ©) que z4L0. On remar- 
quera aussi qu'on sait (théorème de S. Mandelbrojt) que 
ai max (of, of + 5%), et puisque les fonctions f et © sont 
de classe M, il en résulte encore x*<0. Dans le demi- 


plan Rz =2)>.0, oma: 
Hilf, ¢|2] = dat? byes, 


avec pour af l’expression obtenue ci-dessus au moyen de la 
suite {af}. On considère la série 


Hilf, 9/2] = Na bee. 


On a vu au lemme antérieur que pour tout point z à dis- 
tance finie intérieur au demi-plan Rz > c + oi", avec 
c > max (of, k), la série double 

(— 1)? d, wm 


de ME PA 
F2 LE+0 
est absolument convergente, et uniformément convergente 
dans chaque demi-plan Rz > c + of + n, n > 0 arbitraire 
fixé. La permutation des signes de sommation est alors légi- 
time dans le demi-plan Rz > c + of et on a, dans le demi- 
plan Re >c+o%+k: 
MR 
H* 15 x * pat 
uf ¢| 2] » [(p +1) H,[f”, ? |z k] 


=k 


be *"n 
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HP, ole] = BE fetes) à 


271 


© caja 
Cette dernière intégrale a un sens lorsque z appartient au 
demi-plan Rz > c + 5Ÿ avec le choix c > max (0, of). La 
permutation des signes Ÿ et f est légitime (et il est facile 
d’ailleurs de prouver la légitimité de cette permutation) pour 
le choix antérieur de c > max (k, cf) et de z tel que 


Rz > c + k + of, et ona: 


Http, ela = REY PT pspou(s)g"ts 01) 4 


2m 


V c—j 


en posant 
Er AP CEE 
a) = pay» 1) Cit! 


Remarquons qu’il est impossible de définir une constante 
réelle finie o@* telle que, dans le demi-plan 6 > ce, la 
fonction w,(s) soit la somme d’une série de Dirichlet géné- 
rale convergente (dont la suite des exposants est une suite 
réelle strictement croissante vers l'infini); en effet sur toute 
droite Rs = 5 (5 fixé), on a: lim w,(s) = 1, |s|}æ: Cependant 
il est naturel d’écrire : 


wh o|z] as H,[f"o,, ¢"|z—&], 


puisque, entre autres raisons, on notera que assertion relative 
aux singularités « possibles » de la fonction de z définie par 
Mat! [7 exe eu dans le théorème fondamental 
TL i s | 
de S. Mandelbrojt, est encore légitime même si les fonctions 
composantes f(s) et ¢(s) n’admettent pas de représentations 
dirichletiennes; c’est-à-dire que la démonstration de cette 
partie de l’assertion du théorème repose avec le choix k (entier) 
> y + u sur la propriété: les fonctions f(s) et 9(s) sont d un 
«ordre Oy» fini y et x dans des demi-plans respectifs. (Cette 
remarque suppose une petite modification d’ailleurs évidente 
relative A la représentation de ces fonctions.) Remarquons 
encore que la fonction /"(s)«,(s) est comme f (8), wd ordre 
Ou » égal à v* dans 5 > 04. « L'ensemble singulier de f"(s)o,(s) 


—i® 
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par rapport au demi-plan 5 > 0; » que l’on note ee satisfait, 

comme on peut le constater, à la relation d'appartenance : 

i e(tuE), ob ‘E=u(—ÿj),; avec 1<j<k 
rf ; r , ojos 

Il est évident que LEnRe icon Done, que l’on note So 9*) 

des ensembles ee et See satisfait alors à la relation d’appar- 

tenance : 


On a, par conséquent : 
of o*o* CCE f at : 
(Get Spee & (SU ( | IS) 0<j<k. 
J / 


L’abscisse d’holomorphie par rapport au demi-plan o > oj 
de la fonction f*(s)w,(s) est o4¢°*(o%) << max [—1, off(o*)] et 
donc max [0, of*(ct)] < max [0, o%(c¢*)]. La conclusion du 
théorème résulte alors immédiatement de la relation d’ap- 
partenance ci-dessus par application du théorème de S. Man- 
delbrojt, avec le choix k (entier) > v* + u*, à la fonction 


Hilf, els + A]. 


TurorEME IV. 2. — Sous les conditions: 

1) les fonctions f(s) et o(s) sont de classe M; 

2) le point s = 0 est quasi-régulier pour chacune des fonctions 
f(s) et gs), alors la fonction Hi[f, ols + k] est holomorphe dans 
le demi-plan 6 > max [c,, 9; + 0°], où k (entier) > v* + u*, 

En effet les ensembles singuliers ts et Saat se réduisent 

respectivement aux droites c=o;—j et o=— 0 +0; 
d’où la conclusion ci-dessus. 
Dans un certain système de conditions [voir II. 1, 2] le 
problème de la composition des singularités des séries de 
Dirichlet générales (associé à l’opérateur Hadamard-Man- 
delbrojt) se ramène à l’étude des singularités des fonctions 
définies par des sommes (finies ou de séries) de séries du type 
de Cramér, c’est-à-dire de la forme, 


2 Yn(s) avec ÿn(s) =z bte) e (Tan) He, 


où a, € $5: la fonction f(s) étant la branche principale du 
prolongement analytique de la somme d’une des séries compo- 


Rite Et ae 


nye 
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à 0) fe) bd , 
santes, La,e~, dans CS); l’autre fonction composante étant 
Ps 
la branche principale du prolongement de ¢(s) = ¥b,e~** dans 


OSs, ou By est le demi-plan 5 >5,. Si le point «, est isolé 


Poe 

dans $; et pôle d'ordre M, + 1 de f(s) alors 6,(z) est un 
polynôme d’ordre M,; si le point «, isolé dans Ve est essentiel 
pour f(s) alors 9,(z) est une fonction entière du type expo- 
nentiel minimum. Dans un mémoire récent [IL 3] j'ai 
énoncé des propriétés relatives à la localisation de certains 
types de points singuliers pour les fonctions définies par les 
séries du type Cramér. Le théorème qui suit, constitue un 
exemple de théorème de composition de points singuliers au 
voisinage desquels les fonctions composantes ne sont pas 
uniformes. À dessein dans cet exemple on se limite à la consi- 
dération du point s = 0 qui est supposé «algébrico-logarith- 
mique» de type (qi, Pi — 1) et (qe pe — 1) respectivement 
pour les deux fonctions composantes f(s) et ¢(s). Sous ce 
«vocable » on entend que la «dominante » de la fonction f(s) 
au point s—0 dans tout angle X\args| < 7/2 1), 
n > 0 arbitraire petit, se réduit au seul élément singulier 
de type (1, Pi — 1) où p, est entier > 1, et que la « dominée » 
est régulière au point s —0 par prolongement analytique 
dans Ÿ (et l’analogue pour 9(s)). Si, en outre, on suppose 
que f et alors l’ensemble singulier $5i de f*(s) « par rapport» 
au demi-plan 5 > 5% se réduit à la droite 5 = oj et aux pôles 
de la forme g, — m, m entier >0 tel que g,— m > oj. La 
constante 5* a dans le théorème qui suit (comme dans 
certains théorèmes antérieurs) la signification précisée. dans 
la définition de la fonction f e M. 


Tutorime IV. 3. — Dans les conditions: 
a) les fonctions f(s) et o(s) sont des fonctions de classe M, 
b) s=0 est algébrico-logarithmique de type (qi, pi — 4) 
pour f(s) et de type (q2, p: —1) pour g(s),, 
alors au point s =0 la fonction H,[f, 9, |s], avec le choix 


i 


de Ventier k > v* + w* admet une dominante angulaire algébrico- 


logarithmique. Cette dominante possède un élément de type 
(a +g+k, Pi + Pa —2). (On suppose q, #0 et non entier si 
ot < 0.) RTS 
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On a obtenu au théorème (IV. 1) une représentation inté- 
grale pour la fonction H;[f, 9|z]. Eu égard au théorème fonda- 
mental de S. Mandelbrojt on sait que, avec un choix convenable 
de z (et le choix antérieur des constantes ¢ et k): 


NL 9 d , ds 
[rouen ef. Pet 
c Cyto (€) S 


— joo 


(par exemple, on peut toujours choisir +’ suffisamment grand 
de sorte que la relation est satisfaite pour z avec Rz = x > x’). 
L'intégrale du second membre ayant la signification précisée 
au chapitre 1. 

On note c,, . la frontière du cercle de centre q, — m(m entier 
> 0) et de rayon «, C, . la droite Rs = of + €, c;. la frontière 
du cercle de centre —j (j entier > 0) et de rayon €, m, le 
plus grand entier positif (pouvant se réduire a 0) tel que 
gd —m > 5, avec gi = Rq,; si of < 0 on note 7, le plus 
grand entier positif (pouvant se réduire à 0) tel que —j, > 5%. 
La constante positive € est choisie telle qu’on ait: 


CENT D'OISE Ce Met, Pr pour® 0 Syms 
sia, < 0 la constante « devra en outre être choisie telle que: 
6 Ce 
Cenci:=9 pour DEL, et RENE ET: 


pour chaque couple d’entiers m, 7. 

Avec ce choix de €, on constate facilement que l’égalité ci- 
dessus a encore lieu si on remplace l’ensemble C,.,(£) (où 
la constante € n’est pas nécessairement la même que 
ci-dessus) défini au chapitre 1 par l’ensemble 


Gore Monique [vale i 


m 


0<m<m, et où C=(Je.. 0<j<j, si ot <0 


J 


et seulement par C,.u(C, si ot > 0. On a ainsi pour z appar- 
tenant à un demi-plan convenable (c’est-à-dire pour Rz =a > +, 
x! suffisamment grand fini): 


| fC Peels 9 = fs ffm 
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(égalité légitime si of <0; si of > 0 la seconde intégrale 
n'est étendue qu’à l’ensemble C.) et 


ds Ÿ Jo 
fog’ a= | += à |. ar) 
CG. UC! s ss Os em, j= 


Dans o > 5°, on a (théorème II. 1 et suivants) : 


f(s) D ÿ Bn ms. avec. | abe, 


(S)m=0 (s + m— q:)? 
ou f(s) est une fonction holomorphe dans ce demi-plan. Ona: 
w(s)& B, mB Dh 


Ps) (+ mg A (mg à Po) 


où les Dj, sont des constantes. Les fonctions : la variable s, 


fo(s), fi(s), oils) et o'(z—s—k) avec z convenablement choisi 


(Rz = x > z' où 2’ est choisi suffisamment grand fini) sont 
régulières sur la fermeture de chaque cercle c(g, — m, ¢), avec 
0< m< mo. Il en résulte que: 


ds 

* 

J frog cie. f 0<m<m, 
Cm, € 


Sepia SPL et mea 


Les A, et A7, étant des constantes convenables, on a: 
1 r AG - 1+k Als. 
rs 1+k » a Pr 
(s+m—qys* 26+ m—qy 


On a (avec le choix de z antérieur) : 


et 


pis sky 7 {Ay ta nike oe 
Jimny EPS 
x fo o PET ds = 0 


Il en oe qu "il existe des constantes C,,, telles que: 


Mo Ps ae 
aot Pout ds = Ini ¥ > SRE a a Di An? ki + m) 


sa r=1 j=! 
+: > ng PC Eh di+m)) avec Co, pe 5a 0. 
m=0r=1 


8 
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Choisissons z tel que R2=x>5 +0f +k+e; on a: 


Z ds co A 5 T+ E+ oo : 
ME — [25 (2 — ke st 

[ Pop = > be tr | fo et? 

vy Go, : S p=1 S 


J af +é—in 


ds 
fake 


Posons 


= à [Pots De a tice Verre 
PB s 


La suite {| é,|{ est bornée supérieurement. La série 3 b,6,e~*t? 

i 
converge absolument en chaque point du demi-plan x > 5. 
Il s’agit de déterminer l’ensemble singulier par rapport à un 
demi-plan de la fonction analytique de z définie par cette 
série. On rappelle qu’on peut déterminer des constantes 


D’, de sorte que: 


route) RO + À, À erm ay 


où f,(s) est holomorphe dans le demi-plan os > 5%. 
Pour z intérieur au demi-plan 


z> + +k+e, 
on a: 
ds ds “Ask. 
RES s'** Jf goat 22 eau 


On a aussi: 
[ PRET AL ERA 
a ($+ m— q,)’s'*" 
à F *ds i+k - * ds 
s Am fe D Je An [. Le 
x : (6+ m—q) * : Go, : s! 


Il est bien connu que pour wz; > 0: 


j=1 


eX? ds 
lee cow DE Re 


puisque pour ces valeurs de l’entier m, on ast + m—q'+¢e<0, 
Puisque les fonctions composantes f(s) et (s) sont de classe M, 
on a A, >1 et a, >1. Il en résulte que le coefficient de f(s) 
d’ordre k par rapport à fu,}, non nul de plus petit indice, ne 


Ts 
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peut être a# 0 que si y, > 1. Par conséquent le plus petit 
terme de la suite des exposants de la série Laflb,e ‘ts 
figurant effectivement dans cette série (c’est-à-dire associé 
à un coefficient non nul) est supérieur à 1. 

Avec le choix antérieur de z, il en résulte : 


J. Qu 0 SG Keo 

c, (SE m—qy 6 $ 

On a pour j (entier) > 1: 

0 si oi +e<0 

9 Hat) guy ; 4 0 
“hued Gyan (2—k) Sl G,+E > ° 
En remarquant que quelle que soit la constante finie si on 
peut toujours choisir € > 0 satisfaisant aux conditions anté- 
rieurement précisées et suffisamment petit de sorte que 
o* + € 0 et réunissant les résultats obtenus ci-dessus il en 
résulte que la fonction de z définie par le prolongement ana- 
lytique de la somme de la série considérée (ou le prolongement 
analytique de la fonction de z définie par l'intégrale, 


Pots) (ssh ay 
&;, 


à partir d’un point intérieur au demi-plan 2 > 6% + of* + k+e) 
admet la représentation suivante légitime dans le demi-plan 
de convergence absolue de cette série (et dans un prolongement 
convenable) : 


J PCs D y — 
Lois Cu 


Dede (0 Sorti, 
lle FE PP ST domi D Dea? si ot +6 >0 
Et , j=! 


où les D, sont des constantes. 


Les deux fonctions f* et f* sont du même «ordre Ou» égal 
à v* dans o > 5%; en outre A =o* Dans le cas 5; <0 alors, 


eu égard au théorème de 5. andelbrojt, la fonction de z 


Tr D ds on DRE 
TRS Ja, 0g PP Teeth 
avec 


k 
I,(2) = 2 (— 1)G FT PE 
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est analytique et ses seules singularités « possibles » dans le 
demi-plan x > 0% + 0% + k sont les points de la fermeture de 


, ot of 
l’ensemble «somme composée» des ensembles Sy: et Cort que 


l’on note Se (on rappelle que pti est l’ensemble «somme 
composée » de $5i et du point d’affixe h). 

On remarquera que oy est identique à la droite & = a; et 
que Saas contient la droite c=q,-+o;+k et ne contient 
aucun point s avec ¢ > q + o, + k. 

Il est évident que la définition de Sy suppose une petite 
modification (déjà vue au théorème IV. 1). Dans le cas 
si >0, cette intégrale admet pour singularités « possibles », 


à . 0 9 of ato 
dans le même demi-plan, les points de l’ensemble Se, agi oye 4, ke 


Cet ensemble contient la droite sc=gq,+o;+k et ne 
contient aucun point s avec ¢ >q,+o, + k. 
Si of +e< 0, alors C9; on a, dans le cas of <—1: 


Lara f DER denied 


Co, € thy! Chee 
— j, avec 1<j< jo, est pôle simple de w,(s) et point régulier 
s 54 
pour ,(s) ce, on a done pour z convenablement choisi 


(avec x suffisamment grand) 


ty lh 
f. Po. ak = 0 


et 
» ds dE 538 
Je or = Tee 2, Gel 
Des représentations obtenues pour les intégrales étudiées, 
on déduit immédiatement en réunissant les résultats que le 
point d’affixe q, + q, + k est nécessairement singulier pour la 
fonction H;[f, ¢|z]; plus précisément il est pôle d’ordre 
Pit Ps — 1. La fonction H;{[f, 9|s] ne se réduisant pas à une 
fonction entière, et puisque o\* est fini, alors le point 
s — 0 est singulier pour la fonction H,[f, 9|s]. En outre 
si Ch > 0 alors dans le demi-plan 6 > of + qi +k les seuls 
points singuliers pour la fonction H{f, &|s] sont les pôles 
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a +g+k—m à l’ordre p; + ps — 1 au plus; le pôle 
Ga + g + k étant d'ordre py + ps — 1. 


REMARQUE. — On peut obtenir plus rapidement au théo- 
rème IV. 3 un résultat un peu moins précis. Au lieu d’établir 
que H;ff, 9|s] possède au point s—0 une dominante 
angulaire algébrico-logarithmique, on peut se limiter à établir 
que s = 0 est point singulier pour cette fonction sans préciser 
davantage la nature de ce point. On sait que oi <0. L’ap- 
plication immédiate à la fonction H,[ffw,, ¢*|s — k] d’un 
théorème établi dans un mémoire antérieur (référence II. 1) 
permet de conclure que Hi[f, 9|s] ne se réduit pas à une 
fonction entière. Il en résulte que s=0 est singulier pour 


Hf, is]. 
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Depuis 1949 les Annales de l'Université de Grenoble ont changé de 
forme : 


— La partie mathématique et physique continue sous la rubrique 
ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER. Les « Travaux du laboratoire de 
Géologie » (adresse: 2, rue Trés-Cloitre) continuent à être publiés sous 
leur forme habituelle. Les « Travaux du laboratoire de Pisciculture » 


(adresse : rue Hébert) sont bi-annuels. 


— La partie littéraire est remplacée par les « Publications de la 
Faculté des Lettres ». La « Revue de Géographie Alpine » continue. 


— La Faculté de Droit publie des « Textes et Statistiques de la Faculté 
de Droit de Grenoble ». 


Adresser les mandats et chèques concernant les ANNALES DE L'INSTITUT 
FOURIER à M. le Trésorier des ANNALES de la Faculté des Sciences, 
Institut Fourier, Grenoble (Isère) (Compte de chèques postaux, Lyon 723-30). 


Adresser les périodiques échangés avec les ANNALES DE L'INSTITUT 
FOURIER, ainsi que la correspondance relative aux échanges, aux achats et 
à l'administration de cette revue à l'adresse suivante: 


ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER 
Place du Doyen Gosse, 
Grenoble (Isère). 


Le tome VIII des ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER paraît exception- 
nellement en deux fascicules. 
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